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PERIODICITE DES POLYNOMES DE DIVISION SUR UNE
COURBE ELLIPTIQUE

LAURENT DEWAGHE

RESUME. Soit Fq un corps de caractéristique différente de 2 et 3 et E une courbe ellip-
tique définie sur F,. Dans cet article, on considere la suite de valeurs
(¥n(P))nez des polyndmes de division de la courbe elliptique E en un point P d’ordre
fini de E. On montre, sans passage a la caractéristique zéro, que cette suite est périodique.

1. Introduction

Soit E une courbe elliptique définie sur un corps fini F, de caratéristique p différente
de 2 et 3. L’ensemble des F -points de E, noté E(F,), est un groupe abélien fini. Pour
n € N, les sous-groupes de n-torsion sont notés E[n]. Les polynémes de division ,, de
la courbe elliptique E explicitent 'endomorphisme de E(FF,) de multiplication par n et
caractérisent le groupe E[n|. Les polynémes de division sont essentiels non seulement
dans la théorie des courbes elliptiques mais aussi dans des domaines connexes comme
I’étude des suites elliptiques. En 1948, Ward associe les valeurs d’une suite elliptique
aux valeurs de polynomes de division, d’une courbe elliptique, en un point de torsion
[5, 6]. Il montre, notamment, en utilisant la caractéristique zéro, qu’une suite elliptique
modulo p est périodique. La périodicité des suites elliptiques pour un module arbitraire
est étudié par Ayads [1]. Il obtient un résultat analogue pour de “pseudo polynémes
de division” 1ZJn(P) € Z, pour P € Q, proportionnels a v, (P). Bien qu’utilisant
P’argument simple de la récurrence, sa démonstration reste néanmoins laborieuse et
nécessite I’expression de nP en fonction des polynomes de division et donc 'utilisation
de la fonction de Weierstrass. Plus récemment, Silverman [3], étudie les propriétés p-
adic des suites elliptiques. En particulier, il montre, en utilisant aussi un plongement
dans C, que la suite des polyndémes de division modulo p est périodique et précise "It
would be interesting to find a purely finite field proof”.

Dans cet article, on apporte, non seulement, une démonstration élémentaire et sans
utiliser I’analyse complexe, de la périodicité modulo p de la suite des polynémes de
division (¢,,(P))nez en un point P € E[r] mais on précise aussi le résultat connu a
ce jour [1], [3].

La courbe elliptique E est donnée par une équation projective définie par
Flx,y,2) = y?z — (23 + azz? + bz3) = 0 avec a et b dans F,. Le discriminant A =
4a® + 27b* est non nul dans F,.On a

E(Fy) ={lv:y: 2] € P*(Fy) | Flo.y.2) =0} = {(z,y) € Fy | F(,y,1) = 0} U{Op}
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avec Og I'unique point & I'infini de la courbe et qui est I’élément neutre de la loi de
groupe sur FE.
La loi de groupe sur E(FF,) est précisée par la proposition suivante [4] :

Proposition 1. Soit E' une courbe elliptique sur Fy, un corps fini de caractéristique
différente de 2 et 3, d’équation affine F(x,y,1) = 0.
(1) Soit Py = (z0,y0) € E. Alors —Py = (zo, —Yo)-

(2) Soit P, + P, = P avec P, = (x;,y;) € E.
Six1 =9 et yy = —yo, alors P+ P, = Opg.
Sinon, soit

— Yi1—Y2 :
{ A= s sl =% T

o 3x?+a . o
A T Sl X1 = T2
alors x3 = —x1 — xo + A2 et yz = Mxz — 1) — 1.

Les polynémes de division 9, (z,y) de la courbe elliptique E sont définis par les
relations de récurrence suivantes [4] :
Yo(a,y) =05 Yi(z,y) = 1; a(x,y) = 2y;
P3(x,y) = 3z* + 6ax? + 12bx — a?;
Ya(z,y) = 2y(28 + 5ax? + 20bx3 — 5a22? — 4abx — 8b? — a?)
et pour n entier, 1_,, = —,, puis pour tout (m,n) dans Z?2

wm—&-nwm—n = ¢m+1¢m—1¢721 - ¢n+11/}n—11/)72n-
Ainsi, Vo1 = Yngals — U3 11 et Yanths = Y (Vo021 — Yn_oth2 ).

2. Propriétés

Pour P = (z,y) € E(F,), on pose nP = (z(nP),y(nP)) = (xn,y,). Les deux
résultats qui suivent sont connus mais il n’existe pas dans la littérature de
démonstration sans utiliser ’analyse complexe.

Proposition 2. Soit P = (x,y) € E(Fy). On a

Yn_1¥ni1
(2) Yn = ¢n+2w721_1 - ¢n—2w721+1
n — .
4y
Démonstration On a Tpim = Tnom — (;y_”%. Si (1) est vraie au rang n et
m, alors z,, — T, = % . D’autre part, 4y,y, = % et Yooy, =

*7/}(71—m)—i—(n—i—m)w(n—m)—(n-i-m) = wn+m—1wn+m+1¢%—m - qun—m—i-ld}n—m—lw%-i-m-
Alnsi, si, en plus, (1) est vraie au rang n — m, alors elle est vraie au rang n + m.
4yn+1y

Pour les ordonnées, on utilise 'égalité =, 1o = x,, — g

Une simple récurrence complete la démonstration.

Proposition 3. Soit P = (z,y) € E(Fy). On a
(3) P € E[r] & ¢, (x,y) = 0 mod p.
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Démonstration e Pour » = 2, si p | 2y, alors y = —y mod p ainsi 2P = (x,y) +
(z, —y) = 0g. Réciproquement, si 2P = O, alors P = —P et donc 2y = 0 mod p.

e Pour r = 2n, on utilise I'égalité s, = 2y,1t. Si p | 2, alors, par hypothese

de récurrence, le cas p | ¥, entraine nP = Og et si p | y,, alors 2nP = nP 4+ nP =
nP —nP = 0g. Réciproquement, si 2nP = Og, alors 2y,, = 0 mod p.

e Pour r = 2n + 1, on utilise 'égalité 292 | (2, — Tpt1) = Yont1. De Y1 =

Yot — wf’lJrlwn,l, si p | ¥n, alors p | ¥p41 ou p | ¥,—1 donc P = 0g. De méme si
p | ¥ny1, ainsi p | 2, — 2,41 et on a donce, de Péquation de (E), p | y2,, —y2. Par suite
P | Yn+1+yn d0U (n+1)P = —nP. Réciproquement, on a donc x,+1 — x, = 0 mod p
d’Ol\l p | w2n+1.

3. Périodicité des polynémes de division

Théoréme 1. Soient F, un corps fini, E/F, une courbe elliptique et P € E(Fq) un
point d’ordre exact r > 2. Alors, il existe w € Fy, dépendant de P, tel que

(4)

()

(6)
(7)

(1) sir >3, alors pour tout k et n de Z,

e siT=2m, on a
Prickn(P) = (=1)F 0™y, (P),
esir=2m+1, ona

'¢rk+n(P) _ (_1)k wk(2n+k(2m+1))wn(P).

(2) sir =2, alors pour tout k de Z

Yapr1(P) = (—1)k¢§(2k+1)7

Yar3(P) = (_1)k¢§’€+1)(2k+1).

Remarque Dans sa these [2], Shipsey étudie ces suites modulo p?. 1l serait
intéressant d’obtenir une généralisation modulo p* pour k € N.
Démonstration Les relations sont vraies pour k£ = 0.

Ym

(1) e Sir = 2m > 3, alors on pose w = ﬁ . On suppose d’abord que k = 1.

La relation est donc vraie pour n = —m + 1. On la démontre par récurrence
sur n, pour —m + 1 < n < —1. Au rang n + 1, Pégalité z((2m + n)P) =
2(—nP) conduit & Pexpression correspondante pour g, +,+1. La relation est
évidemment vraie pour n = —m et n = 0 et donc pour n tel que —m < n < 0.
Pour n tel que —2m+1<n<—m —1,0on pose —d =7+ n ainsi —m + 1 <
d < —1 par suite ¥, q(P) = —w¥™yg(P) et donc ¢_g = u=9""p,4(P)
c’est & dire ¥, 4, (P) = —w™ ™4, (P). De 14, on a, pour tous entiers n tels que
—r <n <0, P10 (P) = —w"T ™), (P). Le passage de n A n+1 se démontre en
exhibant Pexpression de 1,411 dans Pégalité z((2m + n)P) = x(nP) tandis
que de n & n — 1, on exhibe l'expression de 9,4, 1 dans la méme égalité. Par

suite pour tout n € Z, on a ¥4, = —w" T, (P).
On suppose maintenant la relation de la proposition vraie au rang k — 1.
L’égalité vYogm+1V2km—3 = —wlwgwgkm_l conduit a l'expression de Yogm+1

(Y2km—1 = Va(k—1)ym+2m—1 et similairement pour Yogm—3) et Vogm+2¥2km—2
= wgkmﬂz/}zkm,lw% conduit a celle de 1o 12. On établit une récurrence sur
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n & partir de 'égalité x((2km +n — 1)P) = x((n — 1) P) qui donne Pexpres-

sion de x, = %L&,()P) en fonction de xn_1 et xn_2. La récurrence descen-

dante, pour obtenir la relation pour les entiers k négatifs, s’obtient a partir
de Yak—1)ym+n(P) = Y2kmtn—2m(P).

e Sir=2m+1 > 3, alors on procéde de la méme maniére avec w = %

(2) Une récurrence, pour le cas 7 = 2, en utilisant 9,11 = V203 — Vpi1n_1
conduit facilement au résultat.

Exemple
albl| p P rim|w| k| n|kr+n| Yrin (fl)ka’wn
111 53 (32,43) 29114 | 1 2 3 61 27 27
719 212 39 39
27 | 21 804 46 46
312|101 | (2,4) [20]10|90| 2 |21 59 37 37
21 112 432 28 28
57 | 73 | 1213 63 63

Corollaire 1. Si P € E(F,) un point d’ordre exact égal a r, alors la suite
(Vn(P))nen est une suite périodique de période ord(P)t avect | q—1 si ord(P) > 3
ett|2q—2 siord(P)=2.

Démonstration C’est une simple conséquence de l'expression de l'exposant de w
lorsque r > 3 et de 3 lorsque r = 2 dans la proposition précédente. D’ailleurs, la
période s’exprime en fonction de ord(P)ord(w) suivant les parités respectives.
Exemple Soit la courbe elliptique d’équation y* = 23 + = + 1 sur F,,.

D P r=ord(P) | m | w | ord(w) | période | ord(w)ord(P)
23 | (18,20) 28 14 | 10 22 616 616

23 | (12,19) 14 7116 11 308 154

23| (5,4) 7 319 11 154 77

53 | (8,16) 29 14 1 22 52 754 1508

61| (46,37) 25 12127 10 125 250

61 | (42,57) 2% 129 5 250 125
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