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ASYMPTOTIQUE DU NOMBRE DE RÉSONANCES DE
L’OPÉRATEUR DE SCHRÖDINGER AVEC POTENTIEL

LINÉAIRE ET MATRICIEL

L. Nedelec

1. Introduction

Dans ce travail nous étudions les propriétés spectrales des opérateurs de
Schrödinger à potentiels matriciels. De tels opérateurs apparaissent dans
l’approximation de Born-Oppenheimer, qui est developpée par exemple dans les
travaux de Hagedorn [6] de Klein, Martinez, Sailer et Wang [10] et de Combes,
Duclos et Seiler [3].

Notre travail se consacre en particulier à l’étude des résonances. Les réso-
nances qui sont associées en physique à des états quasi-stables, sont introduites
rigoureusement dans le travail de Aguilar et Combes [1], et de manière plus
générale par Hunziker [9] ou par Helffer et Martinez [7].

Plus précisément, pour ce faire une idée de la répartition des résonances,
nous étudions la fonction de comptage, qui est le nombre de résonances de ces
opérateurs dans une boule de rayon donné.

L’étude du comportement asymptotique de la fonction de comptage d’opéra-
teurs de Schrödinger à fait l’objet de nombreux travaux, mais la plupart d’entre
eux se limitent à l’obtention de majorants. Toutefois quelques résultats plus
complets ont étés obtenus récemment avec l’obtention de minorants et parfois
d’ équivalents. Guillopé et Zworski [5] obtiennent une borne inférieure polyno-
miale et optimale dans le cas d’opérateurs de Laplace sur des surfaces de Rie-
mann. Zworski obtient des résultats plus précis pour des opérateurs à symétrie
radiale dans [17] et pour des opérateurs dans des espaces de petite dimension
[16]. Par ailleurs Sjöstrand et Zworski obtiennent des minorations pour des
perturbations trés générales du Laplacien dans [14] [13]. Dans ces derniers arti-
cles, la démonstration s’appuie sur la comparaison des opérateurs étudiés à des
opérateurs modèles connus. Cette comparaison est développée dans les travaux
de Vodev [15] et de Sjöstrand et Zworski [13].

Dans un travail précédent [11] nous avions déja étudié des opérateurs de
Schrödinger à potentiel matriciel linéaire. L’ étude de tels opérateurs est intére-
ssante car elle fait apparâıtre des résonances d’un type inusuel. En effet, l’exi-
stence des résonances ne s’explique pas par la présence de trajectoires captées,
comme c’est en général le cas, mais par le croisement transversal des valeurs
propres de la matrice du potentiel. Nous avions mis en évidence ce phénomène
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dans [11] et nous avions montré en sus que le spectre d’un opérateur matriciel
non linéaire pouvait se comparer aisément à celui d’un opérateur à potentiel
matriciel linéaire. Dans l’article ici présent nous nous limiterons donc au cas de
potentiels matriciels linéaires.

Notre principal résultat est l’obtention de l’asymptotique de la fonction de
comptage de l’opérateur de Schrödinger avec potentiel linéaire et matriciel au
voisinage de l’infini.

L’article est organisée comme suit. Dans la section 2 nous précisons les hy-
pothèses et nous énonçons notre résultat. Dans la section 3 nous citons des
exemples de potentiels qui vérifient les hypothèses. Pour les besoins de la
démonstration, un calcul symbolique et un calcul fonctionnel analytique sont
respectivement introduit dans les sections 4 et 5. Dans la section 6, une majora-
tion de la fonction de comptage est obtenue à l’aide des inégalités de Weyl. La
minoration est obtenue dans la section 7, en utilisant une formule de trace.

2. Résultats et Notations

Soit x ∈ R
n. Considérons une application linéaire x → V (x) de R

n dans
l’ensemble des matrices hermitiennes à valeurs dans C de taille (r, r).

Notons P l’opérateur P = −∆ ⊗ Ir + V (x). Notons (H0) la proposition :
Il existe une constante C > 0 telle que :

∀x ∈ R
n ∀u ∈ R

r 1
C
‖|x|u‖ ≤ ‖V (x)u‖ ≤ C‖|x|u‖.

Les résonances de l’opérateur P sont définies lorsque la matrice V (x) vérifie
l’hypothèse (H0) dans [11]. Notons N(r) le nombre de résonances de P de
module inférieur à r. Le résultat obtenu est le suivant.

Théorème 2.1. Si V vérifie (H0) alors, il existe une constante C > 0 telle que

N(r) ≤ Cr
3n
2 .

Si de plus n est pair, il existe une constante C > 0 telle que

1
C

r
3n
2 ≤ N(r) ≤ Cr

3n
2 .

Rappel sur les résonances : Notons, pour θ ∈]0, π
3 [, Pθ = e−2iθ∆ + eiθV (x).

Le domaine de Pθ est D = {u ∈ H2(Rn), |x|u ∈ L2}. Les opérateurs Pθ ont un
spectre discret indépendant de θ. Les résonances sont alors définies comme étant
les valeurs propres d’un des opérateurs Pθ = e−2iθ∆ + eiθV (x) pour θ ∈]0, π

3 [.
Elles appartiennent au secteur {z, Im(ze−iθ) ≤ 0} [11] et donc à l’intersection
de ces secteurs lorsque θ varie.
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3. Exemples d’opérateurs V

Dans cette section nous donnons quelques exemples de potentiels vérifiant
l’hypothèse (H0). Remarquons que l’hypothèse (H0) implique que le polynôme
homogène de degré r défini par x → det V (x) ne s’annule qu’en 0. Ceci n’est
possible que si n = 1 ou si r est pair.

Si n = 1 alors les matrices V vérifiant (H0) sont de la forme V (x) = xV0 où
V0 est une matrice hermitienne constante admettant r valeurs propres distinctes
de zéro.

Déterminons toutes les matrices V (x) linéaires en x, hermitiennes et vérifiant
(H0) lorsque r = 2 et n > 1. On peut toujours écrire V sous la forme :

V (x) = trV (x) +
(

y1(x) y2(x) + iy3(x)
y2(x) − iy3(x) −y1(x)

)
,

où les y1, y2 et y3 sont des formes linéaires réelles. Les valeurs propres de V (x)
sont alors trV (x) ±

√∑
j∈{1,2,3} y2

j (x). L’hypothèse (H0) est alors équivalente
à l’existence d’une constante C > 0 telle que

| trV (x) ±
√ ∑

j∈{1,2,3}
y2

j (x)| ≥ 1
C
|x|.(1)

Supposons que les (yj)j∈{1,2,3} forment un système de rang inférieur strictement
à n. Alors l’une des valeurs propres de V (x) s’annule en un point x0 différent
de 0. Ceci contredit l’hypothèse (H0).

Supposons que les (yj)j∈{1,2,3} forment un système de rang n. Alors (1)
implique 


√∑

j∈{1,2,3} y2
j (x) + trV (x) ≥ C ′|x|√∑

j∈{1,2,3} y2
j (x) − trV (x) ≥ C ′|x|

∀x �= 0.

Cette contrainte s’écrit aussi

| trV (x)| ≤ C

√ ∑
j∈{1,2,3}

y2
j (x),

avec C < 1 et sous cette condition (H0) est vérifiée.
Si r = 4, un exemple de matrice vérifiant les hypothèses est donné par

V (x) = y6(x) +


y1(x) 0 y2(x) + iy3(x) y4(x) + iy5(x)
0 y1(x) −y4(x) + iy5(x) y2(x) − iy3(x)
y2(x) − iy3(x) −y4(x) − iy5(x) −y1(x) 0
y4(x) − iy5(x) y2(x) + iy3(x) 0 −y1(x)




avec x ∈ R
n, avec n ≤ 5, y1, y2, y3, y4, y5 et y6 sont des formes linéaires réelles,

y1, y2, y3, y4 et y5 forment un système de rang n et de plus il existe une constante
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C < 1 telle que |y6(x)| ≤ C|y1(x)2 + y2(x)2 + y3(x)2 + y4(x)2 + y5(x)2| 12 . Les
valeurs propres de cette matrice sont les fonctions :

y6(x) ±
√ ∑

j∈{1,2,3,4,5}
y2

j (x).

4. Calcul symbolique

Soit x ∈ R
n, ξ ∈ R

n, z ∈ C et h ∈ R. Une fonction f(x, ξ, z) de R
2n ×C dans

R est dite tempérée s’il existe N > 0 et C > 0 tels que

∀(x, ξ, u, v, z) ∈ R
4n × C |f(x + u, ξ + v, z)| ≤ C|f(x, ξ, z)|(1 + u2 + v2)N .

Soient m1(x, ξ, z), m2(x, ξ, z), ϕ(x, ξ, z) et φ(x, ξ, z) quatres fonctions tempérées
telles que ϕ ≥ 1 et φ ≥ 1.

Une fonction f(x, ξ, z) de R
2n × C dans R est dite continue par rapport à ϕ

et φ si il existe une constante C > 0 telle que :

pour tous (x, ξ, u, v, z) ∈ R
4n × C vérifiant

u2

ϕ2(x, ξ, z)
+

v2

φ2(x, ξ, z)
≤ 1

C
alors

1
C

f(x, ξ, z) ≤ f(x + u, ξ + v, z) ≤ Cf(x, ξ, z).

Supposons que les fonctions m1(x, ξ, z), m2(x, ξ, z) ϕ(x, ξ, z) et φ(x, ξ, z) sont
continues par rapport à ϕ et φ. Soit Ω un sous ensemble de R

2n × C.
Notons Σ(Ω×]0, h0[, m, ϕ, φ) l’ensemble des symboles a ∈ C∞(Ω) à valeurs

dans Mr(C) tels que pour tout (α, β) ∈ N
2n, il existe Cα,β telle que

∀(x, ξ, z, h) ∈ Ω×]0, h0[, ‖∂α
x ∂β

ξ a(x, ξ, z, h)‖ ≤ Cα,β(mϕ−αφ−β)(x, ξ, z).

Lorsque le symbole a ne dépend pas du paramètre h on remplace l’ensemble
Ω×]0, h0[ par Ω. Un symbole a est dit h-admissible s’il existe des symboles
aj ∈ Σ(Ω, m

ϕjφj , ϕ, φ) tels que pour tout N :

a(x, ξ, z, h) =
∑
j<N

hjaj(x, ξ, z) + hNa′
N (x, ξ, z, h),

avec a′
N ∈ Σ(Ω×]0, h0[, m

ϕN φN , ϕ, φ). Soit S tel que R
2n × S ⊂ Ω. Au symbole

a h-admissible on associe un opérateur dépendant du paramètre z ∈ S par la
formule

(Opw(a)(z)u)(x) = (2πh)−n
∫

R2n

ei〈x−y,ξ〉/ha(
x + y

2
, ξ, z)u(y)dydξ.

Le calcul de Weyl [8], prouve la proposition suivante.
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Proposition 4.1. Si a ∈ Σ(R2n × S×]0, h0[, m1, ϕ, φ) et b ∈ Σ(R2n × S×]0,
h0[, m2, ϕ, φ) sont deux symboles h-admissibles, holomorphes en z, alors pour
tout N , il existe deux symboles c et d tels que pour tout z ∈ S,

Opw(a)(z) Opw(b)(z) = Opw(c)(z) + hN Opw(d)(z),

où c ∈ Σ(R2n × S×]0, h0[, m1m2, ϕ, φ) est un symbole h-admissible holomorphe
en z et d est un symbole de Σ(R2n × S×]0, h0[, m1m2

ϕN φN , ϕ, φ). Le développement
asymptotique de c est donnée par

c(x, ξ, z) =
∑
j<N

hjcj(x, ξ, z), avec(2)

cj(x, ξ, z) =
1
2j

∑
|α+β|=j

(−1)|β|

α!β!
(∂α

ξ Dβ
xa)(∂β

ξ Dα
x b)(x, ξ, z).

Les propriétés des symboles a et b se répercutent sur c.

Proposition 4.2. Si a ∈ Σ(Ω×]0, h0[, m1, ϕ, φ) et b ∈ Σ(Ω×]0, h0[, m2, ϕ, φ)
alors le symbole c donné par la formule (2) appartient à Σ(Ω×]0, h0[, m1m2, ϕ, φ).

5. Calcul fonctionnel

Soit c0 ∈ R
+. Introduisons les opérateurs semi-classiques

Ph = −h2∆ ⊗ Ir + V (x), Ph
θ = −h2e−2iθ∆ ⊗ Ir + eiθV (x),

et l’opérateur Qh = ei π
3 Ph

π
6

+ c0. Soit r ∈ R
+. Notons Nh(r) le nombre de

résonances de l’opérateur Ph de module inférieur ou égal à r. Comme l’opérateur
Ph

θ est unitairement équivalent à λPhλ−3/2

θ , on trouve :

Nh(r) = N1(rh− 2
3 ) = Nhr− 3

2 (1).(3)

Notons Mh(r) le nombre de valeurs propres de Qh de module inférieur à r. En
comparant les valeurs propres de Qh et les résonances de Ph, on prouve que

Nh(r − c0) ≤ Mh(r) ≤ Nh(r + c0).(4)

Le symbole semi-classique de Qh est donné par q(x, ξ) = ξ2 + iV (x) + c0.
Notons P− = {z ∈ C, R e(z − c0) < 0}. Soit f une fonction vérifiant les

hypothèses (H1) et (H2) :
(H1) f est holomorphe sur C \S− où S− est un cône inclus strictement dans

P−, que l’on supposera de la forme S− = {z, | Im(z)| ≤ −CR e(z)} où C est
une constante telle que C > 0.

(H2) Il existe k ∈ R et c ∈ R tels que f vérifie la relation

∀z ∈ C \ S− et |z| > c alors |f(z)| ≤ C

|z|k .
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Soit S̃ un cône contenant S− de la forme

S̃ = {z, | Im(z)| ≤ −C̃(R e(z) − c0

2
)},

où C̃ > C. D’après l’article [11], pour z ∈ S̃, l’opérateur Q − z est inversible et
il existe une constante C > 0 telle que

‖(Q − z)−1‖L(L2,D) ≤ C , ‖(Q − z)−1‖L(L2,L2) ≤ C|z|−1.

On peut définir alors l’opérateur f(Qh) à l’aide du calcul fonctionnel par la
formule standard

f(Qh) =
1

2iπ

∫
γ0

f(z)(z − Qh)−1dz,

pour k > 1, où γ0 est un contour inclus dans P−, entourant le cône S− et inclus
dans le cône S̃ orienté du haut vers le bas.

La fonction (x, ξ, z) → (1 + |x| + ξ2 + |z|) = m(x, ξ, z) est tempérée, il existe
une constante C > 0 telle que

1
C

m(x, ξ, z)
1

1 + |u| + v2
≤ m(x + u, ξ + v, z) ≤ Cm(x, ξ, z)(1 + |u| + v2).

Posons ϕ = m et φ = m
1
2 . La fonction m est continue par rapport à ϕ et φ.

Notons :

Ω = {(x, ξ, z) ∈ R
2n × C : ‖(q(x, ξ) − zIr)−1‖ ≥ CΩ(1 + |x| + ξ2)−1}.

L’ensemble Ω contient R
2n × S̃ pour un CΩ assez grand. Soit (x, ξ) ∈ R

2n, alors
il existe un contour γ(x,ξ) ∈ C \ S− qui est une déformation sur un compact du
contour γ0. De plus γ(x,ξ) est inclus dans {z ∈ C : |z| ≥ (1− 1

CΩ
)(1 + |x|+ ξ2)}

et donc (x, ξ, γ(x,ξ)) ∈ Ω (voir Fig. 1).

Le symbole semi-classique (q − zIr) de Qh appartient à Σ(Ω, m, m, m
1
2 ). La

matrice (q−zIr) est inversible et (q−zIr)−1(x, ξ) appartient à Σ(Ω, m−1, m, m
1
2 ).

Etudions le symbole de Weyl de l’opérateur (zIr − Qh)−1. Soit c̃N (x, ξ, z) =∑
j<N

hjcj(x, ξ, z) ou cj est donné par la formule de récurrence :

cj+1(x, ξ, z) = −c0(x, ξ, z)×∑
0≤l≤j l+|α|+|β|=j+1 Γ(α, β)(∂α

ξ Dβ
x(q − zIr)(x, ξ))(∂β

ξ Dα
x cl(x, ξ, z))

avec Γ(α, β) = (α!β!2|α|(−2)|β|)−1 et c0(x, ξ, z) = (zIr − q(x, ξ))−1.
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x,ξ

B(0,(1-1/C    )(1+ |x|+     ))

0

γ

γ

~

S

S

2ξ

Ω ξ

B(0,1+ |x|+      )

2

Fig. 1

Le symbole cj appartient à Σ(Ω, m−1−j 3
2 , m, m

1
2 ). Le symbole c̃N est analy-

tique en z sur l’ensemble {z ∈ C : zIr �= q(x, ξ)}. Le calcul de (Q−zIr) Opw(c̃N )
donne la formule

(Q − zIr) Opw(c̃N ) = I + hN Opw(dN ),

avec dN ∈ Σ(R2n × S̃×]0, h0[, m−N 3
2 , m, m

1
2 ). Donc nous obtenons,

(Q − zIr)−1 = Opw(c̃N ) − hN (Q − zIr)−1 Opw(dN ).

Rappel (Voir [12]) : Un opérateur est à trace dès que son symbole semi-classique
(x, ξ, h) → a(x, ξ, h) appartient à l’espace :

W 1,∞(R2n) = {a ∈ L1(R2n), ∀α ∈ N
2n ∂αa ∈ L1(R2n)}.

Sa norme trace est majorée par Cnh−n
∑

|α|≤4n ‖∂αa(., ., h)‖L1 .

L’opérateur RN (z) = (Q − zIr)−1 Opw(dN ) pour z ∈ S̃ est un opérateur à
trace. Sa norme trace est majorée ,

∃C > 0 ‖RN (z)‖tr ≤ Ch−n

∫
R2n

m(x, ξ, z)−N 3
2 dxdξ.
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Etudions maintenant le symbole de l’opérateur f(Qh). Nous avons

f(Qh) =
1

2iπ

∫
γ0

f(z) Opw(c̃N )dz +
hN

2iπ

∫
γ0

f(z)RN (z)dz.

Posons BN = 1
2iπ

∫
γ0

f(z) Opw(c̃N )dz et ∆N = hN

2iπ

∫
γ0

f(z)RN (z)dz. La norme
trace de ∆N est majorée pour N assez grand par

ChN−n

∫
R2n×R+

m0(x, ξ)−N 3
2 (|z| + 1)−kdxdξd|z| = O(hN−n−1).

Les fonctions f et c̃N étant holomorphes en z, l’opérateur BN a pour symbole

1
2iπ

∫
γ0

f(z)c̃N (x, ξ, z)dz =
1

2iπ

∫
γ(x,ξ)

f(z)c̃N (x, ξ, z)dz,

et pour symbole principal f(q) = 1
2iπ

∫
γ0

f(z)c0(x, ξ)dz. Majorons la norme du
symbole 1

2iπ

∫
γ(x,ξ)

f(z)cj(x, ξ, z)dz aussi que celles de ces dérivées. En chois-
sisant un bon paramètrage pour le contour γ(x,ξ), on prouve :

| 1
2iπ

∫
γ(x,ξ)

f(z)cj(x, ξ, z)dz| = O((1 + |x| + ξ2)−k−j 3
2 ).

De même

|∂α
(x,ξ)

1
2iπ

∫
γ(x,ξ)

f(z)cj(x, ξ, z)dz| = O((1 + |x| + ξ2)−k−j 3
2 ).

L’opérateur f(Qh) est un opérateur à trace si
∫

R2n(1+ |x|+ξ2)−kdxdξ converge,
ou encore si k > 3n

2 . La trace de BN est donnée par

(2πh)−n
∫

R2n

tr f(q(x, ξ))dxdξ + O(h−n+1).

(voir [12] pour les opérateurs à valeurs dans R et [2] pour la généralisation aux
opérateurs à valeurs opérateurs.)

Comme f(Qh) = BN +∆N et tr ∆N = O(hN−n−1), nous avons pour N assez
grand

tr f(Qh) = (2πh)−n
∫

R2n

tr f(q(x, ξ))dxdξ + O(h−n+1).(5)
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6. Majoration des résonances

Prenons dans cette section exclusivement pour fonction f la fonction f(x) =
x−k avec k un entier pair tel que k > 3n

2 . Alors la fonction g(x) = f( 1
x ) est

holomorphe sur C. Elle vérifie g(x) ≥ 0 pour tout x ∈ R
+, g(0) = 0, t → g(et)

est convexe.
L’opérateur [Qh]−1 est un opérateur borné et compact car l’injection de D

dans L2(Rn) est compacte. Notons alors s−1
j les valeurs caractéristiques de

[Qh]−1 (Par définition ce sont les valeurs propres de l’opérateur
[[Qh]−1�

[Qh]−1]
1
2 .) Notons λj les valeurs propres de l’opérateur Qh, les valeurs

propres de l’opérateur [Qh]−1 sont les 1
λj

et elles sont indicées par j ∈ N. D’après
un résultat sur les valeurs caractéristiques [4] nous avons alors∑

j∈N

g(| 1
λj

|) ≤
∑
j∈N

g(
1
sj

).

Soit encore ∑
j∈N

f(|λj |) ≤
∑
j∈N

f(sj).

Posons f̃(x) = x−k/2, f̃ vérifie l’hypothèse (H1). De même que pour l’opérateur
f(Qh) on prouve que l’opérateur f̃(QhQh�) est à trace. Sa trace est égale à∑
j∈N

f(sj), ainsi qu’à :

(2πh)−n
∫

R2n

tr f((q(x, ξ)q(x, ξ)�)
1
2 )dxdξ + O(h−n+1).

Ce qui prouve qu’il existe C > 0 telle que∑
j∈N

f(|λj |) ≤ h−nC.

Nous allons maintenant exploiter cette relation pour obtenir une majoration de
N1(r).

Mh(r)f(r) = Mh(r) inf
s∈[0,r]

(f(s)) ≤
∑
j∈N

f(|λj |) ≤ h−nC.

En utilisant (4) on trouve Nh(c) ≤ Ch−n, pour une constante c > 0. En utilisant
(3) on trouve N1(r) ≤ Cr

3n
2 .

7. Minoration du nombre de résonances

Nous allons obtenir une minoration des résonances dans cette section, pour
n pair. Il existe des fonctions localement lipschitziennes y1(x), y2(x), · · · yr(x), il
existe r éléments ε1, ε2, · · · εr de {1,−1} tels que yi(x) > 0 pour x �= 0, yi(x) est
positivement homogène de degré 1, et les valeurs propres de la matrice V (x) sont
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les fonctions εiyi(x). D’après le théorème de Lidskii [4] la trace de l’opérateur
f(Q) est égale à

∑
j∈N

f(λj), d’après (5) elle est aussi égale à

(2πh)−n
∫

R2n

tr f(q(x, ξ))dxdξ + O(h−n+1).

Calculons l’intégrale I =
∫

R2n

tr f(q(x, ξ))dxdξ. Nous avons

I =
∑

i∈{1,··· ,r}

∫
Rn×R+

f(|ξ|2 + iεiyi(x) + c0)|ξ|n−1dxd|ξ| vol(Sn−1).

Avec le changement de variable x = v w
yi(w) , v ∈ R

+ et w ∈ Sn−1 on trouve

I =
∑

i∈{1,··· ,r}

∫
R+2×Sn−1

f(u + iεiv + c0)u
n
2 −1vn−1dudv

dw

yi(w)n

vol(Sn−1)
2

,

I =
∑

i∈{1,··· ,r}

vol(Sn−1)
2

∫
Sn−1

dw

yi(w)n

∫
R+2

f(u + iεiv + c0)u
n
2 −1vn−1dudv.

Calculons l’intégrale J+ =
∫

R+2 f(u + iv + c0)u
n
2 −1vn−1dudv en posant u + iv =

reiθ avec r ∈ R
+ et θ ∈ [0, π

2 ]. Nous obtenons

J+ =∫
R+×[0, π

2 ]

(
r

2
eiθ)

3n
2 −2

(1+e−2iθ)
n
2 −1(−i(1−e−2iθ))n−1f(reiθ+c0)reiθe−2iθdθeiθdr.

En posant x = e−2iθ, r′ = reiθ, et en utilisant le fait que f est holomorphe on
trouve

J+ = (−i)n

∫
R+

(
r

2
)

3n
2 −1

f(r + c0)dr

∫
[−1,1]

(1 + x)
1
2 n−1(1 − x)n−1dx.

Cette intégrale est non nulle pour une fonction f strictement positive sur R
+

vérifiant (H2). Elle est réelle si n est pair, purement imaginaire si n est impair.
L’intégrale J− =

∫
R+2 f(u − iv + c0)u

n
2 −1vn−1dudv vaut J+ si n est pair, −J+

si n est impair. Pour n impair, I est purement imaginaire et peut être nulle.
Pour n pair, il existe C > 0 (C = vol(Sn−1)

2

∑
i∈{1,··· ,r}

∫
Sn−1

dw
yi(w)n ) telle que

I = CJ �= 0 et il existe c > 0 telle que

h−nc ≤ |
∑
j∈N

f(λj)|.(6)
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Nous allons exploiter cette inégalité pour obtenir une minoration du nombre de
résonances de Ph.

h−nc ≤
∑

j∈N,|λj |≤r

|f(λj)| +
∑

j∈N,|λj |>r

|f(λj)|.

Majorons la quantité
∑

j∈N,|λj |>r

|f(λj)| à l’aide de la relation (H2). Nous avons

∑
j∈N,|λj |≥r

|f(λj)| ≤
∑

j∈N,|λj |≥r

C|λj |−k ≤
∫ ∞

r

Ct−kdMh(t).

Comme ∫ ∞

r

t−kdMh(t) = k

∫ ∞

r

t−k−1Mh(t)dt + [t−kMh]∞r ,

de l’inégalité Mh(r) ≤ Ch−n(r + c0)
3n
2 , nous déduisons que lorsque r tend vers

l’infini : ∑
j∈N,|λj |≥r

|f(λj)| = or(1)h−n.

Soit encore
h−nc ≤ Mh(r) sup

|x|∈[inf |λj |,r]
|f(x)| + h−nor(1).

Nous avons pour tout λj valeurs propres de Q la relation |λj | ≥ c0. Ceci implique
que sup

x∈[inf |λj |,r]
|f(x)| = C > 0. Donc Mh(r0) ≥ h−nc pour un r0 assez grand.

D’après la relation (4) nous avons alors pour un r0 assez grand

Nh(r0) ≥ h−nc.

La relation (3) implique alors pour tout r

N1(r) ≥ r
3n
2 c.
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1983.
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