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ASYMPTOTIQUE DU NOMBRE DE RESONANCES DE
L’OPERATEUR DE SCHRODINGER AVEC POTENTIEL
LINEAIRE ET MATRICIEL

L. NEDELEC

1. Introduction

Dans ce travail nous étudions les propriétés spectrales des opérateurs de
Schrodinger & potentiels matriciels. De tels opérateurs apparaissent dans
Papproximation de Born-Oppenheimer, qui est developpée par exemple dans les
travaux de Hagedorn [6] de Klein, Martinez, Sailer et Wang [10] et de Combes,
Duclos et Seiler [3].

Notre travail se consacre en particulier a ’étude des résonances. Les réso-
nances qui sont associées en physique a des états quasi-stables, sont introduites
rigoureusement dans le travail de Aguilar et Combes [1], et de maniére plus
générale par Hunziker [9] ou par Helffer et Martinez [7].

Plus précisément, pour ce faire une idée de la répartition des résonances,
nous étudions la fonction de comptage, qui est le nombre de résonances de ces
opérateurs dans une boule de rayon donné.

L’étude du comportement asymptotique de la fonction de comptage d’opéra-
teurs de Schrodinger a fait ’objet de nombreux travaux, mais la plupart d’entre
eux se limitent a l'obtention de majorants. Toutefois quelques résultats plus
complets ont étés obtenus récemment avec 1’obtention de minorants et parfois
d’ équivalents. Guillopé et Zworski [5] obtiennent une borne inférieure polyno-
miale et optimale dans le cas d’opérateurs de Laplace sur des surfaces de Rie-
mann. Zworski obtient des résultats plus précis pour des opérateurs a symétrie
radiale dans [17] et pour des opérateurs dans des espaces de petite dimension
[16]. Par ailleurs Sjostrand et Zworski obtiennent des minorations pour des
perturbations trés générales du Laplacien dans [14] [13]. Dans ces derniers arti-
cles, la démonstration s’appuie sur la comparaison des opérateurs étudiés a des
opérateurs modeles connus. Cette comparaison est développée dans les travaux
de Vodev [15] et de Sjéstrand et Zworski [13].

Dans un travail précédent [11] nous avions déja étudié des opérateurs de
Schrodinger a potentiel matriciel linéaire. L’ étude de tels opérateurs est intére-
ssante car elle fait apparaitre des résonances d’un type inusuel. En effet, I'exi-
stence des résonances ne s’explique pas par la présence de trajectoires captées,
comme c’est en général le cas, mais par le croisement transversal des valeurs
propres de la matrice du potentiel. Nous avions mis en évidence ce phénomene
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dans [11] et nous avions montré en sus que le spectre d’un opérateur matriciel
non linéaire pouvait se comparer aisément a celui d’'un opérateur a potentiel
matriciel linéaire. Dans ’article ici présent nous nous limiterons donc au cas de
potentiels matriciels linéaires.

Notre principal résultat est 'obtention de I'asymptotique de la fonction de
comptage de 'opérateur de Schrodinger avec potentiel linéaire et matriciel au
voisinage de I'infini.

L’article est organisée comme suit. Dans la section 2 nous précisons les hy-
potheses et nous énoncons notre résultat. Dans la section 3 nous citons des
exemples de potentiels qui vérifient les hypotheses. Pour les besoins de la
démonstration, un calcul symbolique et un calcul fonctionnel analytique sont
respectivement introduit dans les sections 4 et 5. Dans la section 6, une majora-
tion de la fonction de comptage est obtenue a I'aide des inégalités de Weyl. La
minoration est obtenue dans la section 7, en utilisant une formule de trace.

2. Résultats et Notations

Soit # € R™. Considérons une application linéaire x — V(z) de R™ dans
I’ensemble des matrices hermitiennes & valeurs dans C de taille (r,r).

Notons P 'opérateur P = —A ® I, + V(x). Notons (HO) la proposition :
Il existe une constante C' > 0 telle que :

1
Ve €R" VueR" Sllzlul <[V (z)u] < Clllz]ull.
Les résonances de l'opérateur P sont définies lorsque la matrice V(x) vérifie

I'hypothese (HO) dans [11]. Notons N(r) le nombre de résonances de P de
module inférieur a r. Le résultat obtenu est le suivant.

Théoréeme 2.1. Si V' vérifie (HO) alors, il existe une constante C' > 0 telle que
N(r) < Cr¥%.

Si de plus n est pair, il existe une constante C' > 0 telle que

1
C

3n

ris < N(r)<Cr=.

Rappel sur les résonances : Notons, pour 6 €]0, 5[, Py = e 20N 4 eV ().
Le domaine de Py est D = {u € H?*(R"), |x|u € L?}. Les opérateurs Py ont un
spectre discret indépendant de 6. Les résonances sont alors définies comme étant
les valeurs propres d’un des opérateurs Py = e A + ¢V () pour 6 €]0, Z|.
Elles appartiennent au secteur {z, Im(ze~*) < 0} [11] et donc & l'intersection
de ces secteurs lorsque 6 varie.
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3. Exemples d’opérateurs V'

Dans cette section nous donnons quelques exemples de potentiels vérifiant
I'hypothese (HO). Remarquons que ’hypothese (HO) implique que le polynéme
homogene de degré r défini par x — det V(x) ne s’annule qu’en 0. Ceci n’est
possible que si n =1 ou si r est pair.

Si n =1 alors les matrices V' vérifiant (HO) sont de la forme V(z) = zVj ou
V4 est une matrice hermitienne constante admettant r valeurs propres distinctes
de zéro.

Déterminons toutes les matrices V' (x) linéaires en x, hermitiennes et vérifiant
(HO) lorsque r = 2 et n > 1. On peut toujours écrire V' sous la forme :

yi () y2 () + iys(x) )
Viz)=trV(x)+ . ,
(@) (@) ( ya2(z) —iys(x) —yi(z)
ou les y1,y2 et y3 sont des formes linéaires réelles. Les valeurs propres de V (z)
sont alors tr V(z) £ \/Zje{m,s} Y3 (z). L’hypothese (HO) est alors équivalente

a l'existence d’une constante C' > 0 telle que

1
(1) (V@) x [ Y yia) 2 ool
j€{1,2,3}

Supposons que les (y;) je{1,2,3) forment un systéme de rang inférieur strictement
a n. Alors I'une des valeurs propres de V(z) s’annule en un point xo différent
de 0. Ceci contredit ’hypothese (HO).

Supposons que les (y;)je{1,2,3} forment un systeme de rang n. Alors (1)
implique

\/Zj€{17273} y: () +trV(z) > C'z]
\/Zj€{1,2,3} ZJJQ(I) —trV(x) > C'|z|
Cette contrainte s’écrit aussi

V@< | Y ),

j€{1,2,3}

x # 0.

avec C' < 1 et sous cette condition (HO) est vérifiée.
Si r = 4, un exemple de matrice vérifiant les hypothéses est donné par

V(z) = ys(z) +

y1(z) 0 yo(x) +iys(x)  ya(x) + iys(z)
0 y1(r) —ya(x) +iys(z) yo(x) —iys(x)
yo(x) —iys(x) —wa(x) —iys(z) —wyi(z) 0

ya(x) —iys(z) yao(z) +iys(z) O —y1(z)

avec x € R™, avec n < 5, y1, Y2, Y3, Y1, Ys et yg sont des formes linéaires réelles,
Y1, Y2, Y3, Ys €t y5 forment un systeme de rang n et de plus il existe une constante
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N

C <1 telle que |ys(z)| < Clyi(2)? + y2(2)? + y3(2)? + ya(@)? + ys(2)?|2. Les

valeurs propres de cette matrice sont les fonctions :

yo(x) £ Z y; (@).

j€{1,2,3,4,5}

4. Calcul symbolique

Soit x € R™", £ € R", z € C et h € R. Une fonction f(x,¢,2) de R*" x C dans
R est dite tempérée s’il existe N > 0 et C' > 0 tels que

V(w,&u,0,2) € R™ < C |f(x+u,&+v,2)] < C|f(2,&2) (1 +u® + )Y

Soient my(z, &, z), ma(z, &, 2), o(x,&, 2) et ¢(x,&, z) quatres fonctions tempérées
telles que ¢ > 1 et ¢ > 1.

Une fonction f(z,€, z) de R?" x C dans R est dite continue par rapport a ¢
et ¢ si il existe une constante C' > 0 telle que :

2 2 1

u
At P@Ea) - C

pour tous (z,&,u,v, z) € R x C vérifiant

SH(5.62) S S+ u,E 4+ 0,2) S C(,6,2).

Supposons que les fonctions my(z,&, z), ma(x,&, 2) o(z,€, 2) et ¢(x, &, z) sont
continues par rapport a ¢ et ¢. Soit { un sous ensemble de R?" x C.

Notons X(2x]0, ho[, m, ¢, ¢) 'ensemble des symboles a € C>*(2) a valeurs
dans M.,.(C) tels que pour tout («, ) € N2 il existe C, s telle que

V(@€ 2,h) € Qx]0, hol, (0907 a(x, &, 2, h)|| < Cap(me™ ¢ P)(x,€, 2).

Lorsque le symbole a ne dépend pas du parametre h on remplace 1’ensemble
2x]0, ho[ par 2. Un symbole a est dit h-admissible s’il existe des symboles
a; € X(Q, ﬁ, ©, @) tels que pour tout N :

a(z,&,2,h) =Y Waj(x,8,2) + WV dy(x,&, 2, h),

J<N

avec a’y € X(2x]0, hol, soNti)N’(’o ¢). Soit S tel que R?™ x S C Q. Au symbole
a h-admissible on associe un opérateur dépendant du parametre z € S par la
formule

(OB @) (w) = @rby ™ [ om0 6 utw)dde

Le calcul de Weyl [8], prouve la proposition suivante.
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Proposition 4.1. Si a € S(R* x Sx]0, ho[,m1,p,¢) et b € L(R?" x Sx]0,
ho[, ma, @, ®) sont deur symboles h-admissibles, holomorphes en z, alors pour
tout N, il existe deux symboles ¢ et d tels que pour tout z € S,

Op”(a)(2) Op" (b)(2) = Op" (c)(2) + A" Op"(d)(2),

ot ¢ € B(R?™ x Sx]0, hol[, mima, p, @) est un symbole h-admissible holomorphe
en z et d est un symbole de L(R*™ x Sx]0, hol, %,@, ¢). Le développement
asymptotique de c est donnée par

(2) c(x, &, 2) = Z he;(x,&,2), avec
J<N
1 —1)l8l
G =g 3 LDl @D w6 ).
latpl=3

Les propriétés des symboles a et b se répercutent sur c.

Proposition 4.2. Si a € X(Q2x]0, ho[,m1,p,0) et b € X(Q2x]0, ho[, m2, ¢, d)
alors le symbole ¢ donné par la formule (2) appartient a X(2x]0, ho[, mima, @, ¢).

5. Calcul fonctionnel
Soit ¢ € R*. Introduisons les opérateurs semi-classiques
Ph= _R2AQI +V(z), P}=—-h?e A 4%V (x),

et lopérateur Q" = €'5 P2 + ¢y. Soit r € RT. Notons N”(r) le nombre de
6
résonances de l'opérateur P" de module inférieur ou égal & r. Comme I'opérateur
o P s -3/2
Peh est unitairement équivalent a )\Peh’\ , on trouve :

(3) N'(r) = NY(rh™3) = b (1).

Notons M"(r) le nombre de valeurs propres de Q" de module inférieur a . En
comparant les valeurs propres de Q" et les résonances de P", on prouve que

(4) Nh(r—co) SMh(r)SNh('r—i—co).

Le symbole semi-classique de Q" est donné par q(x,&) = &2 + iV (z) + co.

Notons P~ = {z € C, Re(z —cp) < 0}. Soit f une fonction vérifiant les
hypotheses (H1) et (H2) :

(H1) f est holomorphe sur C\ S~ ou S~ est un cone inclus strictement dans
P~, que l'on supposera de la forme S~ = {z, |Im(z)] < —CRe(2)} ou C est
une constante telle que C' > 0.

(H2) Il existe k € R et ¢ € R tels que f vérifie la relation

C

Vze C\ S~ et |z] >c alors |f(z)] < o
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Soit S un cone contenant S~ de la forme

§ = {2 [tm(2)| £ ~C(Re(z) - D)},

on C > C. D’apres article [11], pour z € 5’, Iopérateur Q — z est inversible et
il existe une constante C > 0 telle que

1@ —2) " ewep) <C ., Q=2 g2, r2) < Clz| ™t

On peut définir alors l'opérateur f(Q") a I'aide du calcul fonctionnel par la
formule standard
1

2

fQ" = F()(z = Q") dz,

Yo
pour k > 1, olt 7o est un contour inclus dans P, entourant le cone S~ et inclus
dans le cone S orienté du haut vers le bas.

La fonction (z,€,2) — (1 + |z| + &2 + |2]) = m(x, €, 2) est tempérée, il existe
une constante C' > 0 telle que

m(z, &, 2) m(z +u, & +v,2) < Om(x, € 2)(1 + |u| +0v?).

1
C 1+|u|—|—v2_

Posons ¢ = m et ¢ = mz. La fonction m est continue par rapport a ¢ et ¢.
Notons :

Q={(2,62) R x C : ||(q(x,€) = 2I;)7'[| = Ca(l + |z + &) 7"}.

L’ensemble Q contient R?" x S pour un Cy, assez grand. Soit (z,£) € R?", alors
il existe un contour vy, ¢) € C\ S~ qui est une déformation sur un compact du
contour . De plus (¢ est inclus dans {z € C : [z] > (1 - —)(1 +z| +£2)}
et donc (2, &, V(a,¢)) € Q (voir Fig. 1).

Le symbole semi-classique (¢ — z1I,.) de Q" appartient & (2, m, m, m%). La
matrice (q—zI,) est inversible et (q—z1,) " (z, &) appartient & $(Q, m~1, m, m2).
Etudions le symbole de Weyl de lopérateur (2, — Q")~!. Soit én(z,&,2) =
Z h/cj(z,€, 2) ou ¢; est donné par la formule de récurrence :
j<N

Cj+1($,f,2’) = —Co($ ‘5? )X
Y ocrcs tispisir Dl B) (@02 DE (g — 21.) (2, ) (9 Dee(x, €, 2))

avec I'(a, B) = (a!812101(=2)1B0) =1 et co(x, &, 2) = (21, — q(z,€)) ™
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B(0,(1-1/

0,1+ x|+ &)

Fig. 1

Le symbole ¢; appartient a $(Q,m™? 2 m m%) Le symbole ¢y est analy-

—J
tique en z sur 'ensemble {z € C : zI, # q(z,§)}. Le calcul de (Q—=z1,.) Op"“(¢n)
donne la formule

(Q — zI,) Op"(én) = I + h™ Op*(dw),
avec dy € L(R2" x §x]0, ho[,m~N2 m,m?). Donc nous obtenons,
(Q — zI,)~" = Op®(én) — hN(Q — zI,) "' Op“(dn).

Rappel (Voir [12]) : Un opérateur est a trace deés que son symbole semi-classique
(x,&,h) — a(x,&, h) appartient & l'espace :

Wheo(R*™) = {a € L'(R*"), Ya € N** 9% € L*(R*")}.

Sa norme trace est majorée par Cnh™" 37 <4y, [0%a(., -, h)[[ 1.

L'opérateur Ry (z) = (Q — zI,,)"' Op“(dy) pour z € S est un opérateur &
trace. Sa norme trace est majorée ,

3C >0 |[BRn(2)]ler <CR™" | m(a,&,2)" N Edwde.
RQn
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Etudions maintenant le symbole de l'opérateur f(Q"). Nous avons

@) = b [ @ op s+ i [ peny ()
2 /., N 2ir /., MR
Posons By = 51— f% f(2) Op™(En)dz et Ay = L f% f(z (z)dz. La norme

trace de Ay est majorée pour N assez grand par
ChN‘”/ mo(z, &) N3 (|2 + 1) Fdadéd|z| = O(WN 1),
R27 xR+

Les fonctions f et ¢y étant holomorphes en z, 'opérateur By a pour symbole

1 1 -

2 f( )CN($a§7 Z)dZ: 2— f(Z)CN(‘T’gaZ)dZa

i Sy, i Sy e
et pour symbole principal f(q) = 2m fvo f(2)eo(x, &)dz. Majorons la norme du
symbole 5 fw 0 f(2)cj(x, {, z)dz aussi que celles de ces dérivées. En chois-

sisant un bon parametrage pour le contour 7, ¢, on prouve :

—/ F(2)e;(x, €, 2)dz] = O((1 + || 4+ €2)7F77%).
Vw,©)

L / F(2)e; (€, 2)dz] = O((1 + |z] + €2)~F—73).
Y(x,€)

L’opérateur f(Qh) est un opérateur & trace si [po, (14| +£2)~*dad¢ converge,
ou encore si k > 3. La trace de By est donnée par

(2mh)™" /RM tr f(q(z, &))dxdé + O(h™ ™).

(voir [12] pour les opérateurs a valeurs dans R et [2] pour la généralisation aux
opérateurs a valeurs opérateurs.)

Comme f(Q") = By +An et tr Ay = O(hN~"71) nous avons pour N assez
grand

o) Q") = e [ flata,§)dads + OB,
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6. Majoration des résonances

Prenons dans cette section exclusivement pour fonction f la fonction f(z) =
z~" avec k un entier pair tel que k& > 2. Alors la fonction g(z) = f(1) est
holomorphe sur C. Elle vérifie g(z) > 0 pour tout x € RT, g(0) =0, t — g(e?)
est convexe.

L’opérateur [Qh]_l est un opérateur borné et compact car l'injection de D

dans L?(R™) est compacte. Notons alors sj_l les valeurs caractéristiques de
[Qhrl (Par définition ce sont les valeurs propres de l'opérateur
—_1* _
[[Q"] ! Q"] 1]%) Notons )1\j les valeurs propres de I'opérateur Q", les valeurs
propres de 'opérateur [Q"] "~ sont les /\l et elles sont indicées par j € N. D’apres
J

un résultat sur les valeurs caractéristiques [4] nous avons alors

o) < Yol

jEN J jEN

Soit encore
S FIND D f(sy).
jEN JEN

Posons f(:c) =g k2 f vérifie I'hypothese (H1). De méme que pour I'opérateur
f(Q™) on prouve que l'opérateur f(Q"Q"") est & trace. Sa trace est égale a

Zf(sj), ainsi qu’a :

jEN
)™ [ (ot Oae.€)") 2 )dade + 00 ).
Ce qui prouve qu’il existe C' > 0 telle que
> _f(x) <p"C.
jEN

Nous allons maintenant exploiter cette relation pour obtenir une majoration de
Ni(r).
M"(r)f(r) = M"(r) inf (f(s)) <> f(IN]) <hTC.

s€(0,r] jeN

En utilisant (4) on trouve N"(¢) < Ch™", pour une constante ¢ > 0. En utilisant
(3) on trouve N(r) < Cr's.

7. Minoration du nombre de résonances

Nous allons obtenir une minoration des résonances dans cette section, pour
n pair. Il existe des fonctions localement lipschitziennes y; (x), y2(x), - - -y (), il
existe r éléments €1, e, - -, de {1, —1} tels que y;(x) > 0 pour x # 0, y;(x) est
positivement homogene de degré 1, et les valeurs propres de la matrice V' (x) sont
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les fonctions €;y;(x). D’apres le théoreme de Lidskii [4] la trace de I'opérateur
f(Q) est égale a Zf()‘j)’ d’apres (5) elle est aussi égale a
JEN

(2mh) " /R gl ) dedg + O( ).

Calculons l'intégrale I = / tr f(q(x,§))dxdé. Nous avons
R2n

I= 2. }/}RMR+ FUEP + izgyi(x) + co)[€]" dad|g] vol(S™ ).

ie{l,,r
Avec le changement de variable x = vﬁ, v € R et we S"! on trouve

, 21 e dw vol(S™1)
I = u—+ig;v + co)uz " dudv ,
Z }/R+2><STL—1 f( O) yl(w)n 2

i€{1,~--,r
1 n—1 d .
I = E M/ w f(u—f—’if:iv‘l—co)ui_lvn_ldUd/lL
el 2 gn1 Yi(W)" g2

Calculons lintégrale Jy = [, f(u+1iv+ co)u? "t ldudv en posant u +iv =
re® avec r € R et 6 € [0, 5]. Nous obtenons

J+:

_ 3n_9 - , . . . .
/ (1(3’9)2 (14e7 292 Y —i(1—e 291 (re® 4o )rePe =29 dhe® dr.
R+x[0,%] 2

—2i0

En posant x = e , 7" = re'? et en utilisant le fait que f est holomorphe on

trouve

Sn_l

Jp = (=" /]R+ (5) f(r+co)dr /[171](1 +2)2" (1 —x)" dx.

Cette intégrale est non nulle pour une fonction f strictement positive sur RT
vérifiant (H2). Elle est réelle si n est pair, purement imaginaire si n est impair.
L’intégrale J_ = [5.o f(u — iv + co)u2 1o 'dudv vaut Jy sin est pair, —J
si n est impair. Pour n impair, I est purement imaginaire et peut étre nulle.
Pour n pair, il existe C > 0 (C = %ﬂzie{l7._,,r} fsnfl yl?—%n) telle que
I =CJ #0 et il existe ¢ > 0 telle que

(6) he <Y F)I-

jeN
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Nous allons exploiter cette inégalité pour obtenir une minoration du nombre de
résonances de P".

e Sl Y L

JEN,|Aj|<r FEN A >
Majorons la quantité Z lf(A)

JEN, A |>r

> ouols X ot [ artaro.

jEN,|A]“ZT jEN,IMIZr

a l'aide de la relation (H2). Nous avons

Comme - -
/ t_deh(t):k:/ t=F M () dt + [P MR,

T T

de I'inégalité M"(r) < Ch="(r + ¢¢) =, nous déduisons que lorsque r tend vers

Pinfini :
> FOI=o(pm
JENIN; |27
Soit encore
h="c < M"(r) sup |f(z)] +h "0.(1).
|| €inf [X;],7]
Nous avons pour tout A; valeurs propres de @ la relation |A;| > ¢g. Ceci implique
que sup |f(x)] = C > 0. Donc M"(ry) > h~"c pour un ro assez grand.
z€[inf [X;],r]
D’apres la relation (4) nous avons alors pour un 7 assez grand

N"(rq) > h™"c.
La relation (3) implique alors pour tout r
N(r) > ree.
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