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CONJECTURES SUR LES DERIVEES LOGARITHMIQUES
DES FONCTIONS L D’ARTIN AUX ENTIERS NEGATIFS

VINCENT MAILLOT AND DAMIEN ROESSLER

RESUME. Nous formulons plusieurs variantes d’une conjecture reliant le degré
arithmétique de certains fibrés hermitiens aux valeurs prises aux entiers négatifs
par la dérivée logarithmique des fonctions L d’Artin, généralisant des conjectures
de Colmez et Gross-Deligne et complémentant ainsi les conjectures de Beilinson
pour les motifs d’Artin. Nous annoncgons plusieurs résultats en direction de ces
énoncés.
Abstract — We formulate several variants of a conjecture relating the arithmetic degree
of certain hermitian fibre bundles with the values of the logarithmic derivative of Artin’s L-
functions at negative integers. This generalizes conjectures by Colmez and Gross-Deligne and

complements Beilinson’s conjectures for the Artin motives. We announce several results in

the direction of these statements.

1. Préliminaires

On appelle variété arithmétique tout schéma régulier qui est quasi-projectif
et plat sur un anneau arithmétique (au sens de Gillet-Soulé [9]). Soient R un
tel anneau et C l'ensemble des couples (X, D), ou f : X — SpecR est une
variété arithmétique sur R et D un diviseur de Weil a croisements normaux
de X(C). Un fibré hermitien sur X a singularités logarithmiques le long de D
est la donnée d’un fibré cohérent E sur X localement libre sur X (C) et d’une
métrique hermitienne sur Ec|xc)\ p qui est bonne le long de D au sens de [21];

on note £ un tel couple. Dans tout ce qui suit CH (X) désigne 'anneau de
Chow arithmétique usuel associé a X (cf. [9]) et (X, D) — CH (X, D) la fleche
construite par J. I. Burgos et U. Kiihn de C vers la catégorie des groupes abéliens
N-gradués (a paraitre). Cette théorie est une extension en dimension supérieure
des théories de Bost (voir [3]) et Kithn (voir [18]) pour les surfaces. On obtient
cette fleche en remplacant dans une construction de Burgos (voir [5]) des formes
lisses par des formes a singularités faibles le long de D. Elle vérifie (entre autres
choses) les propriétés suivantes :

(1): le groupe CH (X, D) ®z Q est muni d’une structure naturelle d’anneau
commutatif unitaire pour laquelle la N-graduation induite est une gradua-
tion d’anneau;
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(2): si X est propre sur Spec R, il existe une application «image directe »
——dx+1

f«: CH (X,D) — 6ﬁ1(R), ou dx est la dimension relative de X sur
R; cette application est un homomorphisme de groupes;

(3): & tout entier r > 0 et tout fibré hermitien E sur X & singularités log-
arithmiques le long de D, on peut associer une r-ieme « classe de Chern »
¢.(E) e CH (X, D);

(4): a tout R-morphisme de schémas g : X’ — X transverse a D, ou X’ est
une variété arithmétique sur R, on peut associer un morphisme de groupes
gradués « image réciproque » g* : CH (X,D) — CH (X', g7 'D) qui est un
morphisme d’anneaux lorsqu’on tensorise par Q;

(5): Pégalité g*(¢.(E)) = ¢-(g*(E)) vaut pour tout r > 0;

(6): on dispose d’un morphisme «d’oubli» ¢ : CH (X,D) — CH*(X) com-
patible a l'application image réciproque du (4) et a celle usuelle de la
théorie de Chow, ainsi qu’a la graduation et a la formation des classes de
Chern;

(7): on dispose pour tout entier p > 0 d’un morphisme w : cH’ 1(X, D) —
ZPP(X(C), D) et d'un complexe de groupes:

P HZ(Xp, R(p) % CH (X, D)2,Q “Z” cH* (X)@,00@D) 2P7(X(C), D)

p=0 p=0

oll H%p 71(XR, R(p)) désigne la partie invariante par conjugaison complexe
de la cohomologie de Deligne réelle H2*~' (X (C),R(p)) et ZP?(X(C), D)
le C-espace vectoriel des formes réelles de type (p,p) invariantes par con-
jugaison et bonnes le long de D au sens de [21];

(8): siVon munit P, ZPP(X(C), D) de la structure d’anneau définie par le
produit des formes, alors le morphisme ¢ $w est un morphisme d’anneaux ;
I'image par a de @, HZ7 ' (Xg,R(p)) est un idéal de carré nul; et si
'on note ¢ : CH(X) — D, HZP(Xg,R(p)) Papplication cycle, alors

a(x)-y = a(c(((y))-x), ohw € B0 HE ' (Xz,R(p)), y € CH (X, D)@zQ
et le premier point - (resp. le deuxieme) dans la derniere égalité désigne le
produit dans ’anneau CH (X, D) ®zQ (resp. en cohomologie de Deligne);
(9): enfin si D est vide et X projective, il existe un isomorphisme canon-
ique de groupes gradués CH (X,D) ~ CH (X) qui est un isomorphisme
d’anneaux lorsqu’on tensorise par Q et via cet isomorphisme les classes
¢.(+) et les morphismes f., g%, ¢, a et w introduits ci-dessus coincident
avec les objets éponymes de la théorie de Gillet-Soulé (cf. [9] et [10]).

Si plus généralement on considere dans ce qui précede des cycles a coefficients
dans un corps A C R plutdét que dans Z, on obtient une fleche vers la catégorie des

A-algebres N-graduées que ’on note alors (X, D) — CH (X,D) 4. On veillera a
ne pas confondre CH (X, D)4 avec CH (X, D) ®z A.
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2. Une conjecture pour les fibrations semi-abéliennes

Soient p : A — B un schéma semi-abélien lisse de dimension relative d4 au-
dessus de B une variété arithmétique de dimension d sur R et L un fibré en
droites sur A ample relativement & p. On suppose qu’il existe un ouvert non
vide U C B au-dessus duquel la restriction de A est un schéma abélien et, par
abus de langage, on note encore U le plus grand ouvert ayant cette propriété. On
note S le complémentaire de U dans B dont on suppose que D := S(C) est un
diviseur a croisements normaux dans B(C) et l'on fait I'hypotheése que le schéma
abélien dual de Ay s'étend en un schéma semi-abélien sur B que 1'on note A".
Le morphisme f;, : Ajy — A|VU induit par L s’étend en un morphisme de A vers
AV que 'on note encore fr..

Soit K une extension finie de Q dont on note Ok 'anneau des entiers et pour
lequel on suppose que chacun des plongements d’anneaux de Ok dans C se fac-
torise par R. On suppose donné un plongement d’anneaux ¢ : O — Endpg(A)
ou Endp(A) désigne 'anneau des endomorphismes du schéma en groupes p :
A — B. Par abus de langage, on écrit Q4 (resp. 24v) pour I'image réciproque
par la section unité du faisceau des différentielles de A (resp. AY) sur B. Le fibré
Q4.c est muni de la métrique L? induite par L¢ et Q 4v ¢ hérite de cette métrique
via I'isomorphisme f7 ¢ : Qavclve — Qaclue induit par fr. La métrique
canonique sur 4. ¢ (resp. sur Q4v c) est bonne le long de D (voir [21]). Soit
o € Hom(Ok,R) et b € Ok; on note Q4,5 (resp. Qav op) le noyau du mor-
phisme de faisceaux ¢(b) — o (b) : Q4 — Q4 (resp. t(b) — o(b) : Qav — Qav) et
I'on note Q4,5 (resp. Qav ) le faisceau Npeco QA op (TeSp. Mpeo 2av op). Ce
dernier est un faisceau cohérent car O est finiment engendré comme Z-module.
On suppose que Q 4, (resp. 4v ) est localement libre sur B, et que les fibrés
Qa.0.c (pour tout o € Hom(Ok, R)) sont orthogonaux entre eux fibre a fibre (il
en est alors de méme des Q4v , c). La métrique canonique sur Q4 ¢ (resp. de
Q 4v ) induit par restriction sur les Q4 , ¢ (resp. les Q4v » c) une métrique qui
d’apres ce qui précede est bonne le long de D.

Dans ces conditions, le représentant ch(Q4,c) du caractere de Chern
ch(Q4,5,c) déterminé par I'unique connexion hermitienne de type (1,0) sur
Q4,6,c est une forme différentielle bonne le long de D; la forme différentielle

ch(Q4 0.c) prend place naturellement dans un complexe calculant 69190 H%p -1

(Xr,R(p)) et détermine ainsi un élément de P, H%p_l(XR,R(p)) que l'on
note également ch(Q 4, c). Enfin on note H,, := Z?Zl 1/j le n-iéme nombre
harmonique et, pour tout caractere d’Artin y de K, on note Q(x) le corps en-
gendré par ’ensemble des valeurs de x et Q* () le sous-corps Q(x) N R.

Conjecture 2.1. Pour tout n > 1, ’égalité :

1 ~[n] = =V
5 Yo b (Que @04 ,)x(0)
c€Hom(Ok,R)
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L'(x,1-n) 1 ¢y 1og(2) el
= - N — - &7 hn 0
all L(x,1—n) o - T ) . % R)C (Qa.0.c))x(0)
c€Hom (O,

vaut dans @H(B, D)+ (y) @a+(x) Q(x) pour tout caractere d’Artin irréductible
X de K tel que L(x,1 —n) # 0, sauf éventuellement lorsque n = 1 et x est le
caractere trivial. Ici ¢, = 1 si x est le caractere trivial et c,, = 0 sinon.

Remarques.

1. On notera qu’aucun plongement de K dans C n’est fixé a priori; le fait
que I’égalité ci-dessus doit étre vérifiée quel que soit le plongement choisi
fait partie de la conjecture.

2. En appliquant le morphisme d’oubli ¢ aux deux cotés de la conjecture 2.1,
on obtient un énoncé d’annulation dans le groupe de Chow CH"(B)®@Q(x)
qui (& la connaissance des auteurs) est également conjectural.

3. Supposons que R est un ouvert d’un anneau de corps de nombres et soit
SpecZ[1/N] le plus grand ouvert de Z au-dessus duquel SpecR

— —d+41 1
est fini; lorsque B est propre, on écrit deg : CH (B, D)g+() — CH

(SpecZ[1/N])g+(y) pour la composée des applications «image directe »

—d+1 1 1 1
CH (B,D)Q+(X) — CH (R)Qﬂx) et CH (R)Qﬂx) — CH

(SpecZ[1/N ])Q+(X) introduites au 1. De 1’égalité obtenue en appliquant
le morphisme d/e\g aux deux cotés de la formule conjecturée pour n = d+1,
on déduit une égalité de nombres réels a des sommes de termes de la forme
b, log ¢ pres, ol ¢ est un entier positif divisant N et b, un élément de Q(x).
En particulier, si R est un anneau de corps de nombres, on obtient une
égalité de nombres réels.

Lorsque K est un corps CM et que n =1, d4 = [K : Q]/2 et S est vide, la
conjecture 2.1 est un léger raffinement de la conjecture de Colmez [7, Conj. 0.4,
p. 632] qu’il prouve lorsque K est une extension abélienne de Q (& un facteur
log(2) pres). Le cas de 2.1 ou K est un corps quadratique imaginaire, n = 1 et
S est vide implique un raffinement d’un théoréme de Gross [12, Th. 3, Par. 3, p.
204]. Si 2 est inversible dans R, le calcul [18, Th. 6.1, p. 229] de Kiihn (voir aussi
celui fait indépendamment par Bost) établit la conjecture 2.1 pour K = Q, n = 2
et d4 = 1 et sa conjecture [20, Cor. 2.9.14] implique la conjecture 2.1 lorsque K
est un corps quadratique totalement réel, n = 2 et d4 = 2 (voir la proposition
2.2). Le cas de 2.1 ou K est un corps quadratique imaginaire, dqa = 2 et R
est un certain anneau arithmétique peut étre déduit d’une conjecture de Kudla,
Rapoport et Yang sur les dérivées de certaines séries d’Eisenstein incohérentes
(voir [17, (0.16)]); et les cas ou K est un corps quadratique totalement réel,
dg = 2 et n = 2 (voir la proposition 2.2) et ot K = Q, dy = 2, d = 3 et
n = 2, 4 permettent de préciser une conjecture de Kudla (voir [16, (6.11) et
(6.12)]). Enfin le cas ou K = Q et S est vide est conjecturé par Kohler dans [13,
Th. 3.3]. La proposition suivante donne comme application de ce qui précede
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une formule pour le degré arithmétique des fibrés de formes modulaires sur les
variétés modulaires de Hilbert, munis de leur métrique de Petersson.

Proposition 2.2. Soit A — B une fibration semi-abélienne lisse munie d’une
action v : Og — Endp(A) de l'anneau des entiers d’un corps de nombres to-
talement réel K et satisfaisant auz hypothéses de la conjecture 2.1. Supposons
de plus que B est propre, dg = [K : Q] = d et que R est un ouvert d’un an-
neau de corps de nombres ou le degré de fr, est inversible. Soit Z[1/N] le plus
grand ouvert au-dessus duquel R est fini et soient K 4 le corps engendré par les
valeurs de tous les caractéres d’Artin (pairs) de K et K le sous-corps Ko NR.
L’égalité :
deg (e (L

) =

)
—@+n(§Ep i TR - 2 D hogo)) ey

—1
dans CH (Spec Z[l/]\f])K;‘r est une conséquence de la conjecture 2.1 pour n = 2
et x parcourant les caractéres d’Artin (pairs) de K.

La proposition suivante donne comme application de ce qui précede une for-
mule pour le degré arithmétique des fibrés de formes modulaires sur les variétés
modulaires classifiant les surfaces abéliennes & multiplication quaternionique,
munis de leur métrique de Petersson.

Proposition 2.3. Soit A — B une fibration semi-abélienne lisse munie d’une
action v : O — Endp(A) d’un anneau de corps de nombres quadratique imag-
inaire et satisfaisant aux hypothéses de la conjecture 2.1. Supposons de plus que
B est propre, dg = [K : Q] =d+ 1 =2 et que R est un ouvert d’un anneau
de corps de nombres ot le degré de f1, est inversible. Soit Z[1/N] le plus grand
ouvert au-dessus duquel R est fini. L’égalité :

(1) 16

deg(c1(Q24)) = _(44@(—1) — 5 log(2) +2) deg(Quc)

1

dans CH (SpecZ[1/N])q est une conséquence de la conjecture 2.1 pour n = 2
et x le caractére trivial de K et pour n = 1 et x lunique caractére d’Artin
non-trivial de K.

A la fin d’une nouvelle version de [13], K&hler conjecture une formule pour le
degré arithmétique des fibrés de formes modulaires sur les variétés modulaires
de Siegel. Cette formule est une conséquence de la conjecture 2.1, pour n par-
courant les entiers pairs positifs et x le caractére trivial.

Indépendamment de ce qui précede, J. Kramer a conjecturé (conversations avec
le second auteur) que le degré arithmétique du fibré des formes modulaires sur
une variété de Shimura est donné par une combinaison linéaire rationnelle de
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dérivées logarithmiques de fonctions ¢ de corps de nombres évaluées en des en-
tiers négatifs. Les deux propositions precedentes sont compatibles avec une telle
conjecture.

3. Une conjecture pour les motifs relatifs

Soient Y une variété arithmétique lisse sur R un anneau arithmétique de
Dedekind et V un motif relatif sur ¥ & coefficients dans Z[-1] (avec m un en-
tier positif) et effectif pour ’équivalence rationnelle. Le motif V' consiste par
définition en un couple formé d’une fibration projective et lisse f : X — Y et d’'un
idempotent pour la composition des correspondances dans CH* (X xy X, Z[%]),
nous renvoyons a [8] pour la définition générale de la catégorie des motifs re-
latifs sur Y. On se donne sur X un fibré en droites L ample relativement a
f. Nous écrirons Hpy, (V) pour désigner la cohomologie de Dolbeault de V (on
rappelle que si 'idempotent associé a V est 'identité, Hpj, (V) est le faisceau
Br>0 Pprg=k RIfAPQ(f)); c’est un faisceau cohérent N-gradué sur Y. On
suppose que le faisceau Hpp(V)c est localement libre; il est alors muni de la
métrique L? induite par ¢i(Lc) € HE,, (X/Y)c.

Soit P(T) un polynome unitaire & coefficients dans Z[-1] et irréductible sur Q.
On pose O := Z[-L][T]/(P(T)) et 'on note K le corps des fractions de O (c’est
une extension finie de Q) et I’on suppose que chacun des plongements d’anneaux
de O dans C se factorise par R. On suppose donné un morphisme d’anneaux
v: Z[E][T] — End(V) dont le noyau est contenu dans I'idéal (P(T)). Pour tout
o € Hom(O, R) on note Hpjp(V), le noyau du morphisme de faisceaux «(7") —
o(T) : Hpi(V) — Hpip(V) (qui est cohérent); on suppose que Hpi,(V), est
localement libre et I'on munit Hp, (V)¢ de la métrique induite par restriction
de celle de Hpi,(V)c. On suppose de plus que les fibrés Hpjp(V)e,c (pour tout
o € Hom(O, R)) sont orthogonaux entre eux fibre a fibre. Enfin on note r le
produit de tous les nombres premiers ¢ au-dessus desquels il existe un idéal

premier Q de Ok tel que Og ne coincide pas avec Ok o.

Conjecture 3.1. Pour toutn > 1 et k > 0, l’égalité :

1 NP L'(x,1-n) 1
- h' (H — — s o T H, g —
5 > B DM =~ Y al(Gp s g
oc€Hom(O,R) oc€Hom(O,R)
¢y log(2) e
T o) 20 pr el THEL (V)00)x(0)
p+q=k

vaut dans éﬁn(Y[ﬁ])Qﬂx) Rq+(y) Qx) pour tout k > 0 et tout caractere
d’Artin irréductible x de K tel que L(x,1—n) # 0, sauf éventuellement lorsque
n =1 et x est le caractere trivial. Ici c,, = 1 si x est le caractére trivial et c,, = 0
$1n0mn.
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Remarques.

1. La conjecture 3.1 implique la conjecture 2.1 lorsque Y = Spec R et que R
est un corps.

2. En appliquant le morphisme d’oubli ¢ aux deux cotés de la conjecture 3.1,
on obtient un énoncé d’annulation dans le groupe de Chow CH"(Y[-1]) ®
Q(x) qui (& la connaissance des auteurs) est également conjectural. On
peut interpréter cet énoncé comme une version relative de la formule des
traces de Lefschetz pour la cohomologie singuliere a coefficients dans C
(voir la derniere section pour plus de détails).

3. Lorsque Y = SpecQ, la conjecture 3.1 est une extension non-abélienne
d’une variation de la conjecture «des périodes » de Gross-Deligne [12, p.
205].

On remarquera également qu’au vu de la conjecture 2.1, on souhaiterait
étendre la conjecture 3.1 a des motifs associés a des fibrations a singularités semi-
stables ou, en d’autres termes, a une certaine sous-catégorie de la « catégorie des
faisceaux en motifs mixtes ».

La conjecture suivante est une version affaiblie de la conjecture 3.1 dont elle
est une conséquence immédiate :

Conjecture 3.2. Pour tout n > 1, ’égalité :

%Z(_l)k Z C/Il[n](H]ISIb(V)U)X(U)

k>0 oc€Hom(O,R)

= - Z G(Z(_l)k(% + %an

oc€Hom(O,R) k=0

log (2
-8y Sl (V)e)) (o)
p+q=k

vaut dans CH (Y2 D+ (0 ®a+ () Q(X) pour tout caractére d’Artin irréductible
x de K tel que L(x,1 —n) # 0, sauf éventuellement lorsque n = 1 et x est le
caractere trivial. Ici c, =1 si x est le caractere trivial et c,, = 0 sinon.

4. Résultats

Les hypotheses et les notations utilisées ci-dessous sont celles du paragraphe
précédent. Les démonstrations des résultats annoncés ici seront publiées
ultérieurement.

Dans tout ce qui suit, si x est un caractere d’Artin et H un corps de nombres
contenant Q(x), nous dirons que la conjecture 2.1 (resp. 3.1, resp. 3.2) vaut pour
X apres produit tensoriel par H si la conjecture obtenue en remplagant Q(x) par
H dans I’énoncé correspondant est vérifiée. De plus, pour tout entier positif
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¢, nous noterons Q(x, f44) le corps engendré par les valeurs de x et les racines
g-iemes de I'unité.

Le théoréme suivant relie la conjecture 3.2 a une formule de Lefschetz relative
conjecturée dans [15, Appendix] et maintenant démontrée grace a [15] et [2].

Théoreme 4.1. Supposons que V est le motif relatif associé a une fibration
lisse f: X =Y, que P(T) est le g-iéme polynome cyclotomique et qu’il existe
une racine primitive g-iéme de l'unité dans K = Q(uq) dont limage par ¢ est
représentée par un automorphisme d’ordre q de la fibration f. Supposons de
plus que q est inversible dans R. La conjecture [15, Appendix| implique que la
conjecture 3.2 vaut pour tout x caractére de Dirichlet primitif modulo q aprés
produit tensoriel par Q(x, itq)-

Esquisse de la preuve. On montre cette implication en appliquant tout d’abord
la conjecture [15, Appendix| au complexe de Dolbeault de f et en utilisant le fait
que la torsion analytique relative équivariante de ce complexe s’annule (voir [1]).
On calcule ensuite la transformée de Fourier (pour I'action de Gal(K/Q)) de la
formule obtenue, puis en utilisant la formule des traces relatives a valeurs dans
la cohomologie, on exprime la partie dépendant des points fixes en termes de
traces sur la cohomologie de Dolbeault de f. Un argument combinatoire permet
alors de conclure.

Lorsque n = 1, comme consequence immediate du théoreme 4.1, ou plus
simplement grace a un cas particulier de la formule de Lefschetz conjecturale
[15, Appendix] démontré dans [14], on peut affirmer que:

Corollaire 4.2. Sous les hypothéses du théoréme 4.1, la conjecture 3.2 vaut
apres produit tensoriel par Q(x, pq) lorsque n = 1.

Remarque. Cet énonce établit en particulier une variante de la conjecture « des
périodes » de Gross-Deligne pour une certaine classe de structures de Hodge CM
découpées dans la cohomologie de variétés sur Q.

Théoréme 4.3. La conjecture [15, Appendix] implique que la conjecture 2.1
vaut, aprés produit tensoriel par Q(x, fif, ), pour tout n > 1 lorsque S est vide
et K est une extension abélienne de Q dont le conducteur fx est inversible dans
R.

Esquisse de la preuve. On utilise la théorie du corps de classes pour se ramener
a K = Q(uf,) puis 'on montre que 'on peut déduire ce cas d'une variation de
4.1.

Lorsque n = 1, comme conséquence immédiate du théoreme 4.3, ou plus
simplement grce au cas particulier de [15, Appendix| démontré dans [14], on
peut affirmer que:

Corollaire 4.4. La conjecture 2.1 est vraie aprés produit tensoriel par Q(X, s )
lorsque n =1, S est vide et K est une extension abélienne de Q dont le conduc-
teur fi est inversible dans R.
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