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Un contre-exemple a la réciproque du

critere de Forni pour la positivité des

exposants de Lyapunov du cocycle de
Kontsevich-Zorich

(A counterexample to the reciprocal of Forni
criterion about positivity of Lyapunov exponents

of the Kontsevich-Zorich cocycle)

VINCENT DELECROIX ET CARLOS MATHEUS

Nous introduisons deux surfaces a petits carreaux respectivement
de degré 8 dans la strate QM3(2,2) et de degré 9 dans la strate
QM4(3,3). Dans ces deux exemples les dimensions des sous-espaces
isotropes de I’homologie engendrés par les circonférences des cy-
lindres dans les directions rationelles sont respectivement 2 et 3
(indépendemment de la pointe). Ainsi, dans chacun de ces exemples,
le critere géométrique de G. Forni pour la non-uniforme hyperboli-
cité du cocycle de Kontsevich-Zorich ne s’applique pas. Cependant,
en utilisant un critere algébrique pour les conditions de “twisting”
et “pinching” de [AV1] et [AV2] (voir [MMY]) nous démontrons que
dans les deux cas que ce spectre est simple et ne contient aucun
exposant nul. En particulier, la positivité du spectre de Lyapunov
pour une mesure réguliere n’implique pas 'existence de surface
complétement périodique dans le support de cette mesure dont le
sous-espace isotrope engendré par les circonférences des cylindres
est de dimension maximale.
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(We introduce two square-tiled surfaces, one with 8 squares in-
side QM3(2,2), and the other with 9 squares inside QMy(3,3),
respectively. In these examples, the dimensions of the isotropic
subspaces (in absolute homology) generated by the waist curves of
the maximal cylinders in any fixed rational direction are 2 and 3
respectively. Hence, a geometrical criterion of G. Forni for the non-
uniform hyperbolicity of Kontsevich-Zorich (KZ) cocycle can not
be applied to these examples. Nevertheless, we prove that there are
no vanishing exponents and the spectrum is simple for these two
square-tiled surfaces. In particular, the non-vanishing of exponents
of KZ cocycle for a regular measure doesn’t imply that the support
of this measure contains a completely periodic surface whose waist
curves of maximal cylinders generates a Lagrangian subspace in its
absolute homology.)

1. Introduction

Les surfaces arithmétiques (ou surfaces a petits carreaux) sont des cas
particuliers de surfaces de translation. Ces derniéres ont été introduites pour
étudier la dynamique des billards rationnels. L’espace des modules QM des
surfaces de translation de genre g est un orbifold affine complexe ; autreme-
ment dit il est localement un quotient fini d’un espace vectoriel complexe de
dimension fini et les changements de cartes sont des transformations affines.
Il est muni d’un fibré plat réel de dimension 2g : le fibré de Hodge (la fibre
en une surface est la cohomologie réelle de cette surface). La monodromie
de ce fibré est appelé le cocycle de Kontsevich-Zorich (KZ).

L’espace des modules des surfaces de translation possede une action
de SL(2,R). Cette action et le comportement du cocycle KZ le long des
orbites de cette action donnent des renseignements sur la dynamique des
flots de translations : mesures invariantes, déviation des sommes de Birkhoff,
mélange faible, .... Nous renvoyons aux survols [Z1, Z2] et [F1] pour les
détails.

Une surface de translation dont la SL(2,R)-orbite est fermée dans l'es-
pace des modules est appelée surfaces de Veech et son orbite une courbe de
Teichmiiller. Dans ce cas, l'orbite est isomorphe a un quotient de volume
fini SL(2,R)/T'(S) ou I'(S) est le groupe de Veech, i.e. le stabilisateur de la
surface de translation S pour 'action de SL(2,R). Une surface a petits car-
reaux est un revetement fini du tore plat. Toute surface a petits carreaux est
une surface de Veech et son groupe de Veech est commensurable & SL(2,Z).
Nous renvoyons au survol [HS] pour plus de détails.
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L’objet de cette note est la description de deux exemples de surfaces
arithmétiques qui montrent qu’il n’y a pas de réciproque au critere géomé-
trique de G. Forni [F2] pour la non-uniforme hyperbolicité du cocycle de
Kontsevich-Zorich (KZ).

Théoréme 1.1 ([F2], Theorem 1.8). Soit QM (k) une strate de U'espace
des modules des différentielles abéliennes sur les surfaces de genre g. Soit u
une mesure affine SL(2,R)-invariante et ergodique. Si dans le support de p
il existe une surface complétement périodique S dont les circonférences des
cylindres engendrent un sous-espace isotrope de dimension k de [’homologie
alors au moins k des exposants de Lyapunov du cocycle KZ pour la mesure
1 sont positifs.

Soit T le tore C/Z2 muni de la forme abélienne dz. On note T la surface
T privée de lorigine et Fy = (r,u) = Wl(rof) ou r et u désigne les générateurs
canoniques horizontal et vertical du groupe fondamental.

Soit S3 € 2M3(2,2) le revétement de degré 8 de T dont les holonomies

le long de 7 et u sont respectivement données par (voir aussi la figure 2)
r=(1,2,3,4)(5,6,7,8) et u=1(1,2,3,5)(4,8,7,6).

Le commutateur de 7 et u vaut [r,u] = rur ‘a~! = (2,4,5)(3,8,6) (nous
prenons ici la convention de multiplier les permutations de gauche a droite).
Remarquons que l'action de M = (7, u) sur {1,2,3,4,5,6,7,8} possede deux
blocs {1, 3,6,8},{2,4,5, 7} et montre ainsi que S3 est un revétement de degré
4 d’un tore ramifié au-dessus de deux points.

Rappelons que dans toutes les directions de pentes rationnelles, une
surface a petits carreaux se décompose en un nombre fini de cylindres.
C’est par exemple le cas des directions horizontales et verticales. Les classes
d’équivalences de ces décompositions sont données par les pointes (ou” cusp”
en anglais) de la courbe de Teichmiiller ; autrement dit les classes de conju-
gaisons d’éléments paraboliques primitifs dans le groupe de Veech.

Dans cette note, nous démontrons les deux résultats suivants. Premiere-
ment, les espaces isotropes associés aux décompositions en cylindres de la
surface S3 sont de dimension strictement plus petite que le genre de S3 qui
est 3:

Proposition 1.2. La courbe de Teichmailler SL(2,R)-Ss posséde deux
pointes. Dans chacune des directions de pointes, les circonférences des cy-
lindres engendrent un espace isotrope de dimension 2 dans Hy(Ss;Z).
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Deuxiemement, méme si le critére de Forni (théoréme 1.1) ne permet
pas de démontrer la positivité des exposants dans ce cas, nous obtenons un
théoreme de positivité et de séparation des exposants :

Théoreme 1.3. Les exposants du cocycle KZ pour la mesure de Haar sur
SL(2,R) - S3 vérifient 1 = v > vy > v3 > 0.

Remarque 1. Considérons Sy € QMy(3,3) le revétement de T donné par
r= (17 2, 3)(47 9, 6)(7a 8, 9) et u= (47 2, 1)(3’ 6, 9)(7’ 8, 5)

La méthode de cette note permet de prouver que, comme précédemment,
les espaces isotropes associés aux décompositions en cylindres de la sur-
face Sy sont de dimensions strictement plus petite que le genre de Sy (€gal
a 4) et, dans ce cas aussi, il y a positivité et séparation des exposants.
Plus précisément, il est possible de montrer que la courbe de Teichmiiller
SL(2,R) - Sy posséde 8 pointes, dans chacune des directions de pointes les
circonférences des cylindres engendrent un sous-espace isotrope de dimen-
sion 3 dans H1(S4;Z) et les exposants de Lyapunov du cocycle KZ pour la
mesure de Haar sur SL(2,R) - Sy vérifient 1 =11 > vo > v3 > 14 > 0.

Les surfaces Ss et S4 ont été obtenues par génération exhaustive des
orbites de surfaces a petits carreaux. Il y a par exemple 14 SL(2, Z)-orbites
de surfaces & 8 carreaux dans M3%(2,2) et 5 orbites pour 9 carreaux dans
./\/lzonhyp (3,3). Toutes les surfaces a petits carreaux jusqu’a 10 carreaux ont
étés testées. Ces calculs ont été réalisés avec le logiciel Sage [Sa] dont le code
spécifique aux surfaces a petits carreaux a été rédigé par le premier auteur
a partir de programmes de S. Lelievre [L] ainsi que la librairie développée
par K. Kremer et G. Schmithiisen [KS].

2. Démonstration des résultats pour S; € QMZ%¥(2, 2)

Pour démontrer la proposition 1.2 et le théoreme 1.3 on utilise un critere
de [MMY] donnant une condition suffisante pour la positivité et la séparation
des exposants.

Soit S une surface de translation. On note Aff(S) son groupe affine (le
groupe des difféomorphismes de S qui sont linéaires dans les cartes) et I'(.S)
son groupe de Veech (la partie linéaire de Aff(S)). De maniere générale,
on a une suite exacte 1 — Aut(S) — Aff(S) — I'(S) — 1. Dans notre cas,
la surface Sg ne possede pas d’automorphisme distinct de 'identité et nous
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identifierons dans la suite les matrices de I'(S3) avec les éléments du groupe
affine.
Nous aurons besoin des générateurs de SL(2,Z) suivants

1 1 1 0
b (D) wne (1)

Soit .S une surface a petits carreaux sans automorphisme non-trivial et 7 :
S —T le revétement fini associé. On note Hi(S; Q)= H;!(S; Q)EBHl(O)(S; Q)
ou le sous-module H fo)(S ; Q) est 'ensemble des vecteurs d’holonomie nulle
pour la forme m*dz € Q(S) et H{'(S;Q) C H1(S;Q) est I'espace engendré
par les cycles 7 1(7) ot 7y est une courbe fermée sur le tore. Si ¢ E Aﬁ'(S)
est un element du groupe affine, alors 11 preserve le sous-module H (S Q)
et on note ¢(?) la restriction de ¢, a H (S Q).

Définition 2.1. Soit S une surface a petits carreauz sans automorphismes
non-triviauz. Un élément ¢ € Aff(S) est appelé b-réduit si il est de la forme
LR L% R%2 quec k > 1 et ay,...,ao > 1 entiers.

Cette définition a été introduite par [MMY] motivée par le codage du flot
géodésique sur la courbe modulaire H/SL(2,7) par 'algorithme de fractions
continues (voir la section 3 de [MMY] et, en particulier la définition 3.7, la
proposition 3.8, le corollaire 3.9 et la remarque 3.10 de [MMY]).

On énonce maintenant le critere de [MMY] qui est basé sur les travaux
d’A. Avila et M. Viana [AV2]. Dans [AV2] est donné un criteére général de
séparation et de positivité des exposants de Lyapunov pour les cocycles sym-
plectiques localement constant. Ce critere a entre autre permis de démontrer
la séparation des exposants de Lyapunov du cocycle K Z pour les mesures
de Liouville sur les strates [AV1].

Théoréme 2.2 ([MMY], Theorem 5.4). Soit S une surface a petits
carreaur réduite de genre g sans automor éjhzsmes non- trzmaux Soit ¢1,¢pa €
Aff(S) deux éléments b-réduits et qbgo) H(O) S;Q) — H (S Q) les ac-
tions induites sur [’homologie. Soit Kl, resp. Kg, le corps de décomposition

de ¢§0)7 resp. qﬁéo), dans C. Si

1) le polynome caractéristique de qbgo) est irréductible sur Q, ses racines

sont toutes réelles, et son groupe de Galois est isomorphe a Sg—1 X
{£1}1,

2) le polynome minimal de ¢§0) est de degré > 2 et sans facteur irréduc-
tible de degré pair,
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3) KiNKy,=Q,

alors le cocycle K7 au-dessus de la courbe de Teichmiiller de S a g exposants
positifs et séparés.

Dans la suite, nous construisons deux éléments ¢1, ¢ € I'(S3) vérifiant
les hypothese du théoreme ci-dessus. Nous commencons par décrire la courbe
de Teichmiiller de la surface Ss.

Proposition 2.3. Le groupe de Veech I'(S3) de l'origami Ss est le sous-
groupe d’indice 3 de SL(2,7) donné par

F(S?)):{(Z Z)ESL(Q,Z); a+b=c+d=1mod 2}.

En particulier, la courbe de Teichmiller C est de genre 0 et posséde deux
pointes.

Démonstration. Nous appliquons 'algorithme de [Scl] pour déterminer I’ac-
tion de L et R sur les classes d’équivalences de permutations. Le groupe
de Veech est alors donné par ’ensemble obtenu par la composition des ma-
trices L et R le long des lacets enracinés en S3 dans le graphe orienté de la
figure 1. Le groupe I'(S3) est engendré par L?, LRL, R?, RLR, ce qui termine

R L

(168)475 < ™ (1234)(5678) — > (1234)(5678)
L (1235)(4876) (1235)(4876) (186)(457) R
~_ ~_

R L

FIGURE 1: Orbite de Sz sous l'action de SL(2,7Z).
la preuve. ]

La proposition 2.3 permet d’obtenir la proposition 1.2 de la fagon sui-
vante :
Démonstration de la Proposition 1.2. Les décompositions en cylindres d’une
surface complétement periodique dans l'orbite SL(2,R) - S3 sont reliées aux
pointes de I'(S3), i.e., les L-orbites des éléments de SL(2,Z)-Ss (par un
lemme d’Anton Zorich, cf. Lemma 2.5 dans [HL]). D’apres la proposition 2.3,
il y a deux décompositions en cylindres a étudier reliées aux deux pointes
de T'(S3). On vérifie (a partir de la figure 2) que dans la premiere pointe
(i.e., la L-orbite de taille 2 contenant S3) la décomposition est faite de deux
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cylindres non homologues et (a partir de la figure 3) que dans la seconde
(i.e., la L-orbite de taille 1) elle a trois cylindres dont deux sont homologues.
O

Nous choisissons maintenant une base de H;(S3; Q) de maniére a pouvoir
faire des calculs. La surface Sg est munie d’une décomposition simpliciale ca-
nonique C1(S3) = @°_, Qa; @ @5, Qb; venant du revétement Sz — T (voir
figure 2).

%{“ AR G SR G G G B

by 1 bl 2 172 by bs bg 7 b7 8 bs

FIGURE 2: La surface S3 et sa décomposition simpliciale.

(f;azl —O—a7—O—a5

b5 4 b4 7 b7 5

bs
(g—aﬁ—:—as ‘(C?——as—%)
b 3 b

Z
# . Ty

J>—as—o—a7—o— —J)

FIGURE 3: La surface R -S3 et sa décomposition simpliciale. Les cylindres
formés respectivement des carrés {1,6,8} et {4,7,5} sont homologues.

On remarquera que tous les cycles relatifs a; (resp. b;) sont d’holonomie
(1,0) (resp. (0,1)). Une base de H{'(S3; Q) est donnée par les deux vecteurs
a=3Y" a;etb=>3% b;. On choisit pour base de Hfo)(Sg; Q) les vecteurs
suivants B = {%(al +ag —a7 — ag), (a4 — a5), %(bl + by — bg — b7), (54 —
b5)}. Toutes les matrices dans la suite seront exprimées dans la base B. En
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particulier, la forme d’intersection restreinte a H 1(0)(83; Q) est donnée par la

matrice
0 M 1 1
Q-(_M O)avecM-(_1 1).

Nous construisons maintenant des éléments pseudo-Anosov de Aff(S3)
en suivant un chemin dans le graphe associé a l'action de L et R sur la
SL(2,Z) orbite de S3 (voir figure 1). On choisit des chemins particuliers qui
sont des produits des éléments paraboliques L? et RZ.

On établit tout d’abord.

0)

Lemme 2.4. Les matrices sur H§ associées aux transformations parabo-

ligues L? et R? sont

10 -1 -1 0 1.0 0
0O 1.0 0 1 00 0
0 00 -1 et 11 -1 0
0 0 -1 0 0 00 1

Soient ¢y = L8 R? L? R? et ¢ = LY RS L* R? vus comme des éléments
de Aff(S3). On vérifie alors

Lemme 2.5. Les éléments ¢1 et ¢ vérifient les hypotheéses du théoréme 2.2.

Les polynomes caractéristiques de ¢§0) et d)éo) sont respectivement y; =
xt — 223 — 3022 — 22+ 1 et yo = 2* + 2223 — 7822 + 222 + 1. Notons res-
pectivement K7 et Ko les corps de décomposition de ces polynomes. Pour
conclure que K1 N Ky = Q on utilise le lemme suivant.

Lemme 2.6. Soit P = z* + ax® + ba? + ax + 1 € Z[z] un polynéme réci-
proque irréductible (dans Z[z]). Notons a,a™ ', 3,8~ € C ses quatre ra-
cines. Le corps K = Q|a, 8] est le corps de décomposition de P et notons

=Qla+a '] =Q[B+ 87 =Q[Va%—4(b—2)]
[(a+B) (e +B8 ] =Qa+B")(a " +5)
[V (b+2)? — 4a?]
[af% 4+ Ba2 +a 172+ 7 1a?
[V((b+2)% — 4a?)(a? — 4(b — 2))].

Alors, K' est de degré 2. De plus
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1) si K" =Q, alors K est de degré 4 de groupe de Galois Vy = 7./27
Z]2Z (groupe de Klein)

2) si K" =Q, alors K est de degré 4 de groupe de Galois Z/AZ.

3) si K', K" et K" sont de degré 2, alors K est de degré 8, son groupe
de Galois est Dy (groupe dihédral) et K posséde exactement trois
sous-corps de degré 2 qui sont K', K" et K'.

Ce lemme se vérifie par un calcul direct présenté dans annexe A (voir
aussi la section 6 de [MMY]).

Les polynomes 1 et yo sont réciproques et irréductibles. Ainsi, grace au
lemme 2.6, nous savons que les degrés de K et K5 sont des puissances de
2. Ainsi, montrer que 'intersection K7 N K5 se réduit a Q revient & montrer
qu’il n’ont pas de sous-corps quadratiques communs. Le lemme donne que
K1 et Ko sont tous deux de degré 8 et que leurs sous-corps quadratiques
sont

1) K{ =Q[v3-11], K/ = Q[v3] et K/ = Q[v11],
2) K} =Q[V3-67), KJ = Q[v/3-5] et K} = Q[V5-67].
Ainsi, K et Ko n’ont pas de sous-corps quadratiques communs et les condi-

tions du critere du théoreme 2.2 sont vérifiées. Ce qui termine la preuve du
théoreme 1.3.

Les valeurs expérimentales pour les exposants de Lyapunov de S3 (ob-
tenues grace a un programme d’A. Zorich) sont vy ~ 0.5879 et v3 ~ 0.0787.
Le fait que la valeur de v3 soit petite devant vo explique peut-étre pourquoi
nous avons été obligé de prendre des produits relativement grand pour ¢y

et ¢2.

Remarquons d’autre part que dans les deux exemples présentés dans
cette note, les dimensions homologiques sont g — 1 si g désigne le genre de
la surface.

Remerciements

Les auteurs remercient le rapporteur de I'article pour la relecture atten-
tive d’une version préliminaire de ce texte.

Annexe A. Démonstration du lemme 2.6

Le groupe de Galois d’'un polynéme quartique irréductible est un sous-
groupe transitif de Sy. La liste de sous-groupes transitifs de Sy est :
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(a) Sa, Ay
(b) ((1234), (13)), ((1324), (12)), ((1243), (14))
(c) ((1234)), ((1324)), ((1243))

(d) {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

Ici, les 3 sous-groupes listés dans (b) sont conjugués et isomorphes au groupe
dihédral Dy, les 3 sous-groupes listés dans (c) sont conjugués et isomorphes
au groupe cyclique Z /47, et le sous-groupe dans (d) est isomorphe au groupe
de Klein Vy = Z/27 x /2.

Dans notre cas, le polynéme quartique irréductible P(z) = x* + a3 +
ba? + ax + 1 est réciproque, de facon que ses racines a,a” ', 3,5~! sont
calculées par le changement de variables u =z + 1/x. En effet, il suffit de
remarquer que P(x) = 0 implique que u? + au + (b — 2) = 0 et de résoudre
I'équation 22 — ux + 1 = 0. Par cette méthode classique, nous trouvons que

a

uy tjud —4 u_ £/ u? —4
(A.1) ott=— %Y —  and A= — ¥
2 2
ottuy = (—a £ /a2 —4(b—2))/2 := (—a £ /A1) /2. En particulier, le corps
de décomposition Kp = Q[a, ] est de degré 4 ou 8, et le groupe de Galois
de P est Vi, Z/AZ ou Dy.
Pour la suite, notons que si 6+ := u3 — 4, alors
— (54_(5_ = (b—|- 2)2 — 4a2 = AQ,
— d(a+B) (@ + B =84+ 2(b—2) —2,/5,6-
=8+2(b—2) — 2v/Ay
—Ala+ BNt +8) =8+2(b—2) +2/646_
=8+2(b—2) +2vAy
— 8(aB?+ Ba?+a 172+ 371a?)
= —4a(b — 2) + 8a — 4\/A1 . AQ

Donc,

Kp=Q[a+B)(a '+ 8 N =Ql(a+ 8 (o' +8)] = Q[y/Ay]

et
Kf =Q[af® + fa? +a 1872 + 5710 = Q[VA: - A]

Pour pouvoir distinguer entre les 3 cas possibles Vy,Z/4Z ou D4 pour
le groupe de Galois de P, notons que Iexpression (a4 )(a~! + B71) est
Vj-invariante mais pas Z/4Z-invariante ou Dy-invariante. Donc, le groupe
de Galois de P est isomorphe au groupe de Klein Vj si et seulement si
K% = Q. Dans cette situation, le corps de décomposition K = Q[«, f] est
une extension de degré 4 de Q. Ceci montre la premiere partie du lemme.
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Maintenant, si K} # Q, i.e., VAy ¢ Q, le groupe de Galois est Z/4Z
ou Dy, et nous pouvons distinguer ces 2 cas car I'expression af? 4+ fa~2 +
a~ 1372 4+ 37 1a? est Z/4Z-invariante mais pas Dy-invariante. Donc, le groupe
de Galois group de P est Z/4Z si et seulement si K = Q et K, # Q. Ainsi,
le corps de décomposition K = Q[a, (] est aussi une extension de degré 4 de
Q. Ceci montre la deuxieme partie du lemme.

Finalement, si K}, K} # Q, ie., K% = QVAz] et K = Q[VA; - Ay
sont des extensions quadratiques de Q, alors le groupe de Galois de P est
Dy et le corps de décomposition K = Q[a, ] est une extension de degré 8
de Q. De plus, les sous-corps de K de degré 2 sur Q correspondent aux sous-
groupes de Dy d’indice 2, i.e., d’ordre 4 : il y en a 3 et il n’est pas difficile de
verifier que les sous-corps associés sont K, K}, et K7/. La preuve du lemme
est complete.
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